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1 Einleitung

, Vergleich von Unabhéngigkeitstests fiir stetige Groflen, so lautet der Titel dieser Ar-
beit. Das hort sich beim ersten Lesen vielleicht etwas trocken, langweilig und nach wenig
Neuem an. Doch das wird keineswegs der Fall sein, denn es wird uns ein neuer statis-
tischer Unabhéngigkeitstest erwarten, der zudem noch gute Eigenschaften besitzt. Ziel
soll es dabei sein, bei gegebener Punktwolke moglichst richtig entscheiden zu kénnen, ob
zwischen den Merkmalen ein Zusammenhang besteht. Zusammenhénge zu erkennen oder
wenigstens zu vermuten ist von groflier Wichtigkeit in der Forschungsarbeit auf fast allen
Gebieten der Wissenschaft. So konnen Biologen naturgegebene, biologische oder chemi-
sche Abhéngigkeiten aufdecken. Ist Enzym A verantwortlich fiir die Bindung von Substrat
1 und 27 Oder welche Phenole sind fiir die violette Bliitenfarbung des Veilchens verant-
wortlich? Eine von vielen psychologischen Fragestellungen wére zum Beispiel: Wirkt sich
Mittagsschlaf positiv auf den Stresspegel eines Menschen aus? So gibt es in jedem wis-
senschaftlichen Gebiet Fragestellungen, zu denen gewisse Merkmale gemessen werden, um
diese und jene Schliisse ziehen zu kénnen. Wir wollen uns dabei auf den Zusammenhang
zweier stetiger Variablen konzentrieren. Einige Konzepte, wie das Korrelationsmafl von
Pearson, die Rangkorrelation von Spearman oder der x2-Test auf Unabhingigkeit sind
uns dabei schon aus dem statistischen Grundstudium bekannt. Dariiber hinaus gibt es
aber eine Vielzahl von weiteren Tests, die wir schrittweise durcharbeiten und in Matlab
programmieren wollen. Neben der Pearson- und Spearmankorrelation [9][10], wie dem y?-
Test [12] werden wir als klassische Verfahren den Fisher-Yates-Test, Kendalls 7 [15] und
den Quandrantentest [23] betrachten. Modernere Ideen brachten BARNARD [17], HOEFF-
DING [18], BAKIROV ET AL. [11], GARCIA/MARIN [11] und GARCIA/GONZALEZ-LOPEZ
[15]. Interessant wird es mit der Einfiihrung eines neuen Testes, dem GRaP Independence
Test. Was sich hinter diesen Buchstaben verbirgt und wie die anderen Tests funktionie-
ren, das sei Gegenstand von Kapitel 2. Im Kapitel 3 wollen wir erortern, mit welchem
Test Zusammenhénge besonders gut erkannt werden koénnen. Dabei werden wir verschie-
dene Korrelationsmuster betrachten und einige praktische Beispiele durchrechnen. Den
Abschluss bildet Kapitel 4, in dem wir die gewonnenen Erkenntnisse dieser Diplomarbeit

zusammenfassen.



Hinweise zur beiliegenden CD

Dieser Diplomarbeit ist eine Daten-CD beigelegt (siehe Hardcover letzte Seite). Sie enthiilt
die Diplomarbeit im PDF-Format mit Verlinkungen zu den wissenschaftlichen Publikatio-
nen. Weiterhin stelle ich sdmtliche programmierten Unabhéangigkeitstests bereit. Im Ord-
ner Matlab sind diese Programme der Form *Ind.m, wobei * fiir den jeweiligen Testnamen
steht. Die Routinen zur Berechnung der Verteilungsfunktionen diverser Teststatistiken
tragen den Namen *Df.m. Die aus diesen Routinen resultierenden Matlabmatrizen sind
im Ordner \Matlab\Matlab SaveFiles abgespeichert. Der Abruf der Matrizen erfolgt
durch den Import-Befehl von Matlab und kann zur Berechnung der p-Werte verwendet
werden. Im Unterordner Power befinden sich Matrizen mit p-Werten, die sich aus den
verschiedenen Simulationen zur Teststérke ergeben hatten. Im Rahmen der Diplomarbeit
ist auch eine neue Toolbox entstanden. Sie tragt den Namen IndepTestTool und kann

mit eben diesem Namen aufgerufen werden.



2 Von der Historie bis zur Gegenwart

2.1 Korrelation und Unabhdngigkeit

Bevor wir uns den Unabhéangigkeitstests widmen, beginnen wir mit einer kurzen Reise zu
den Wurzeln der so wichtigen Begriffe, wie Korrelation und Unabhéngigkeit. Wir starten
im 18. Jahrhundert, genau genommen im Jahre 1763, als Richard Price ein Paper seines
verstorbenen Freundes Thomas Bayes fand. In An Essay towards solving a Problem in the
Doctrine of Chances [7] filhrte Bayes nicht nur den Begriff der bedingten Wahrscheinlich-
keit ein und den nach ihm benannten Satz von Bayes, sondern formulierte auch erstmals

die Unabhéngigkeit zweier Ereignisse:

,Events are independent when the happening of any one of them does neither

increase nor abate the probability of the rest.“

Die wahrscheinlich erste mathematische Definition der Unabhéngigkeit stammt allerdings
von Pierre-Simon Laplace. Er wies darauf hin, dass, wenn {E;} eine Folge unabhéngiger
Ereignisse ist mit p;=P(E;), so ist P(Ey,..., E,)=][,_, pi- Weiterhin bemerkte er fiir
den Fall zweier Ereignisse, dass P(F;Es)=P(FEs|E;)P(E;) unter der Annahme, dass der
Eintritt des ersten Ereignisses F die Wahrscheinlichkeit des Eintretens des zweiten Er-
eignisses Ey beeinflusst. Nach heutiger mathematischer Notation (aus [5]) wiirden wir die
Unabhéngigkeit zweier Ereignisse so formulieren : Seien A, B C () zwei Ereignisse. A und

B heilen stochastisch unabhéngig, wenn gilt:

P(ANB)=P(A)-P(B) bzw.
P(A|B) =P(A) mit P(B) >0 bzw.
P(B|A) = P(B) mit P(A) > 0

Die Unabhéngigkeit zweier Zufallsvariablen definiert sich analog zur stochastischen Un-

abhéangigkeit von Ereignissen. Die Zufallsvariablen X und Y heiflen unabhéngig, wenn fiir

10



2.1 Korrelation und Unabhéngigkeit

alle z und y gilt:

flz,y) = fx (@) fy(y)

Ansonsten heiflen X und Y abhéngig. Eine Zufallsvariable X sei dabei eine auf die Er-
gebnismenge (2 definierte Abbildung, die jedem w € € eine reelle Zahl X (w)=x zuordnet.
Ein jiingeres Konzept mit einer schwécheren Eigenschaft fiir die Unabhéngigkeit ist die
Korrelation. Dessen Wurzeln gehen zuriick auf Carl Friedrich Gauf}, der 1823 den Norma-
lenvektor von n korrelierten Zufallsvariablen definierte. Doch Gauf} interessierte sich wohl
nicht fiir die einzelnen Beziehungen seiner Terme, so Pearson in Notes on the History
of Correlation [11]. Auch Auguste Bravais berichtete von den Parametern der bivaria-
ten Normalverteilung. Er fithrte zwar die Produkt-Summe ein, aber kein Symbol fiir den
Korrelationskoeffizienten. Ahnlich wie Gauf erkannte er nicht die Wichtigkeit der Kor-
relation als Mafl des Zusammenhangs von Variablen. Es folgte Sir Francis Galton, ein
Halbcousin Darwins, britischer Naturforscher und Schriftsteller des 19. Jahrhunderts, der
in seinem Werk Regression Towards Mediocrity in Hereditary Stature [3] die Regression
als praktische Methode entwickelte, um einen Zusammenhang zwischen der Kérpergrofie
von Eltern und Kind zu beweisen. Galton veroffentlichte dazu auch den ersten Graph zur

Korrelation:

DIAGRAM BASED ON TABLE | .
(all female heights are multiplied by 1'08)
MID-PARENTS ADULT CHILDREN
[ E— their Heights , and Deviations from 68%inches.
Higueisel @ @@ § @ @ ® 7 77
inches | inches -4 +1 +2 +3 +4
72— ' T T I T
1 .2 2 2 1
+3 —— —
71—
5 5 4 3 1
2 —— . —
o 7%
1 9j 9 8 5
eo- T or B
z 2 10 6 3
) o %
68 —
3 13 10 7 3 1
-1~ —
67 —
8 6 3 1
P > —
oo ° u”
2 3 2
1 1 | | | |

Abbildung 2.1: Das erstes bivariate Streudiagramm von Galton 1885 (aus [3]).
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

Jenes Werk war es auch, welches die Vorlage fiir die Definition des Korrelationskoeffizi-

enten lieferte, den sein Freund Karl Pearson schliellich 1895 mathematisch manifestierte.

Und so wird letzt endlich Sir Francis Galton als Vater der Korrelation bezeichnet.

Meilensteine in der Geschichte von Korrelation und Regression

(Original von Rodgers/Nicewander [32])

Jahr | Autor ‘ Ereignis
1823 | Carl Friedrich Gauf, deutscher | Entwickelte den Normalenvektor von n korrelierten Zu-
Mathematiker fallsvariablen.

1843 | John Stuart Mill, britischer Phi- | Stellte Regeln zur induktiven Logik auf, einschliellich

losoph und Okonom der Methode der gleichzeitigen Anderungen.

1846 | Auguste Bravais, franzosischer | Arbeitete an der bivariaten Normalverteilung und

Marineoffizier und Astronom erwihnte ,,une correlation®.

1868 | Charles Darwin, Galtons Cousin, | ,,All parts of the organisation are [...] connected or cor-

britischer Naturforscher related.

1877 | Sir Francis Galton, Brite, erster | Erste Erorterung von Reversion, dem Vorgénger der Re-

Biometriker gression.

1885 | Sir Francis Galton Erste Erwidhnung des Regressionsbegriffes
Veroffentlichung des bivariaten Streudiagramms mit Li-
nien gleicher Wahrscheinlichkeitsdichte, der erste Graph
zur Korrelation.

Fertigstellung der Theorie von der bivariaten Korrelati-
on.

1888 | Sir Francis Galton Konzeptionelle Definition von r, Angabe der oberen
Grenze.

1895 | Karl Pearson, britischer Statisti- | Definition des (Galton-) Pearson Produkt-Moment-

ker Korrelationskoeffizienten.

1920 | Karl Pearson Veroffentlichung von Notes on the History of Correlation
[11]

2010 125 Jahre Regression und Korrelation

Bei der Definition des Korrelationskoeffizienten von Pearson wollen wir nun ansetzten.

Auf den folgenden Seiten werden wir weitere Methoden und Tests kennen lernen, um

entscheiden zu kénnen, ob eine Abhéngigkeit zweier Variablen vorliegt.
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2.2 Klassische Verfahren
2.2 Klassische Verfahren

2.2.1 Produkt-Moment-Korrelation von Pearson

Wie wir bereits erfahren haben, fithrte SIR FRANCIS GALTON 1885 den Begriff der Regres-
sion ein [8]. Nachdem er 1888 erkannte, dass r als Maf zur Korrelation dient und obwohl
der Naturforscher bemerkte, dass r nicht grofler als 1 sein kann, entwickelte sein Freund
KARL PEARSON [9] erst 7 Jahre spiter das mathematische Fundament zum bekanntes-
ten und am héufigsten genutzten Koeffizienten zur Messung des linearen Zusammenhangs

zweler Merkmale.

In vielen statistischen Biichern wird der Korrelationskoeffizient r als Produkt-Moment-

Korrelation wie folgt definiert:

r= = (2.1)

Die z1,...,x, und yi,...,y, seien dabei die empirischen Auspragungen der Merkmale
X und Y. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung kann gezeigt werden, dass
re [—1, 1]. Dariiber hinaus finden sich diverse dquivalente Definitionen und Interpretatio-
nen des Koeffizienten in der lesenswerten Veroffentlichung Thirteen Ways to Look at the
Correlation Coefficient von RODGERS und NICEWANDER [32], z.B. der Korrelationskoef-

fizient als standardisierte Kovarianz:

SXy

r =

Sx Sy
Um in praktischen Bereichen den Zugang zur Auswertung des Koeffizienten zu erleichtern,
wird, wie hier entnommen aus Statistik - Der Weg zur Datenanalyse [5],eine Einteilung

in in folgende Intensitétsgrade vorgenommen:

»schwache Korrelation“ |r| < 0.5
,mittlere Korrelation® 0.5 < |r| < 0.8

,starke Korrelation* 0.8 < |r|

Stochastische Unahéngigkeit beider Merkmale ist nur bei r=0 méglich. Die Riickrichtung
existiert allerdings nicht, denn es gibt einige Fille, bei denen r=0 ist und trotzdem einen
starken Zusammenhang zwischen den Merkmalen besteht.

Setzt man also Unabéngigkeit voraus, so legt man die Nullhypothese Hy : 7=0 zugrunde.

13
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

Wenn weiterhin X und Y normalverteilte Stichprobenvariablen sind, so kann man die
Teststatistik 7" anlegen:
rvn —2
T=——. 2.2
T (2.2)
Unter Hy sei die Teststatistik 7' t-Verteilt mit n—2 Freiheitsgraden. t;_p/2(n—2) = T

ergibt das zweiseitige Signifikanz-Niveau p fiir den Korrelations-Test.

Matlab [Pearson-Korrelation]

Die Berechnung von r ist bereits in Matlab implementiert. Nach Eingabe der Stichpro-
benvektoren x und y kann daher die unten stehende Funktion verwendet werden. Die
Spaltenvektoren miissen dabei die gleiche Dimension besitzen. Als Ausgabe wird die Kor-
relationsmatrix geliefert.

%% Pearsonkorrelation
corrcoef(x,y)

14
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2.2.2 Rangkorrelation von Spearman

2.2.2 Rangkorrelation von Spearman

Der nach CHARLES SPEARMAN benannte Koeffizient von 1904 [10] stellt den ersten rang-
basierten Koeffizienten dar und wird manchmal mit p bezeichnet (hier: rg). Zur Berech-

nung werden von den urspriinglichen Werten x, y Rénge gebildet:

rg(x;)=i fiir geordnete Werte x; <o < ... <z, (2.3)
rg(y;)=t fiir geordnete Werte y; < yp < ... <y,

Gibt es identische Werte xj, ..., x;1y , genannt Bindungen bzw. ties, so ist diesen Werten

der Durchschnittsrang zuzuweisen:

rg(w;) + . ..+ 18(xj4k)
k+1

rg(z;) = ... =rg(zj4k) =

Die Berechnung der Spearmankorrelation wird analog zur Pearsonkorrelation (2.1) durch-

gefiihrt, jedoch mit den Paaren (rg(xi), rg(yi))izl _als Ausprégungen:

> (rge) = 72.)(r8(u:) — 78,)

=

(2.4)

Ts =

¢ S (ne(es) — TE,)2 S (re(y:) — TE, )2

i=1 i=1
mit —1<rg<1

7g, und 7g, bezeichnen dabei die Durchschnittsriange. Durch diese Methodik gelingt es,
nicht nur den linearen Zusammenhang zu erfassen, sondern auch jegliche monotone Zu-

sammenhénge. Falls keine ties existieren, kann die vereinfachte Formel genutzt werden:

n

6 (rg(x) — rg(y))”

i=1
(n?2 —1)n

rs = 1-—
Matlab [Spearman-Korrelation]

Die Berechnung von rg erfolgt durch folgende Funktion nach Eingabe der Stichproben-
vektoren z und y:

%% Spearmankorrelation
[r,p]=corr(x,y, 'type’,’ Spearman’) ;

15



2 Von der Historie bis zur Gegenwart

2.2.3 Pearsons Yy>-Test zur Unabhingigkeit

PEARSON fiihrte 1922 einen weiteren statistischen Test [12] ein, welcher gegenwiértig
Bestandteil des Grundstudiums vieler Naturwissenschaftler ist. Beim y2-Test seien die
Merkmale X und Y diskret. Stetige Merkmale sind daher vorher zu diskretisieren. Die

gemeinsame Verteilung kann dann in eine kxm-Kontingenztabelle geschrieben werden.

Tabelle 2.1: kxm-Kontingenztabelle

Merkmal Y
X1 2 ... J ... m | Summe
1 ny MNiz2 ... Nij ... Nam N1e
2 Moy Moz ... MNgj ... TNoym Noe
1 Tt T2 cee Ny e Ny Tie
k N1 Mgz .0 Ngg .. Ngm Nie
Summe | Nei 72 ... Nej ... Tem n

Die Haufigkeiten, die wir bei Unabhéangigkeit beider Merkmale zu erwarten haben, be-

Niellej

rechnen wir anhand der Randhéiuﬁgkeiten' n;;= . Es ist anzunehmen, dass die Dif-

,,,,,

(n”) ok Null ist, falls die Merkmale wirklich unabhanglg sind. Dies fiihrt auf folgende

,,,,,

Prufgroﬁe

k m /2
_ Z (i ;”z‘j) (2.5)
i=1 j=1 ij
Da die Differenzen nij—n;j quadriert und normiert werden, sind die Summanden in Glei-
chung 2.5 als standardnormalverteilte Zufallsgroflen anzusehen. Geht man von stochas-
tischer Unabhéngigkeit dieser Groflen aus, so ist die Aufsummierung solcher Zufalls-
groBen bekannterweise y2-verteilt. Weil zur Berechnung der Priifgrofie die erwarteten
Héufigkeiten geschitzt werden miissen, ergeben sich (k—1)(m—1)=df Freiheitsgrade. Der
x2-Unabhiingigkeitstest ist demnach ein y2-Anpassungstest, bei dem iiberpriift wird, ob
die Beobachtung die Wahrscheinlichkeitsverteilung F{ besitzt, wobei Fy die Verteilung bei
Unabhéngigkeit bezeichnet. Der Signifikanzwert ergibt sich aus:

P =P 1yom_1)) > X% (2.6)
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2.2.3 Pearsons x?-Test zur Unabhéngigkeit

PEARSON gibt in [12] S.189 eine vereinfachte Formel des y?-Wertes fiir 2x2-Tafeln an'.
Dabei bezeichnen a, b, c und d die Eintrdge n11, 112, 721 und ngs:
) n(ad — bc)?

X T @b (a+ )b+ o)(ctd) (2.7)

Matlab [y2-Test auf Unabhingigkeit]

Die Berechnung der Priifgroie und des p-Wertes erfolgt durch folgende Funktion nach
Eingabe der Stichprobenvektoren x und y:

function p=Chi2Ind (x,y)

%Syntazx: p=Chi2lnd (z,y)

% Calculates p—value by testing independence with the Chi—square test of
% independence by Karl Pearson on given data—wvectors x and y.

%

% Marcus Vollmer

% 16.05.2010

S(4)=zeros;
n=size (x,1);

%Anzahlen in den Quadranten
for i=1:n
if x(i)<median(x)
if y(i)>=median(y)
S(1)=S(1)+1;
else
S(3)=S(3)+1;
end
else if y(i)>=median(y)
S(2)=S(2)+1;

else

end

chi=(sum(S)*(S(1)*S(4)-S(3) S(2)%;

* 2) /...
((S(1)45(2))*(S(1)+5(3))*(S(2)+5(4))*(S(3)+5(4)));

p=1l-chi2cdf(chi, 1) ;
end

!Pearson muss sich dabei in seinem Paper [12] auf den Seiten 189 und 190 verdruckt haben. Er ver-
tauschte im Nenner von Gleichung (2.7) b und d. Die hier abgedruckte Formel ist richtig angegeben
und ist durch Umformungen von (2.5) herzuleiten.

17



2 Von der Historie bis zur Gegenwart

2.2.4 Fisher-Yates-Test

Der Fisher-Yates-Test aus dem Jahre 1925 wird vor allem dann angewendet, falls zwei
dichotome Merkmale vorliegen. Dies ist bei vielen biologischen und medizinischen Unter-
suchungen der Fall, bei denen Merkmale wie das Geschlecht (ménnlich/weiblich) oder ty-
pische Ja-Nein-Fragen (Raucher/Nichtraucher) analysiert werden. Die Kombinationen der
Merkmalsauspriagungen werden in der Regel in eine 2x2-Kontingenztabelle eingetragen.
Deren Héufigkeiten seien mit ag, by, ¢g, dyg bezeichnet und die Tabelle ist so anzuordnen,

dass ag < by, cg, dy.

A A Summe

B ao bo ap + by

B Co do co + dy
Summe | ag+ ¢y bg + dy n

Geht man von Unabhingigkeit beider Merkmale aus und interpretiert die Anzahlen aq
und by als gezogene schwarze und weifle Kugeln einer Urne mit insgesamt ay+cy schwarzen
und by+dy weilen Kugeln, so lasst sich anhand dieses Urnenmodells die Wahrscheinlich-

keit py der Beobachtung berechnen.

(ao + Co) (bo + do)
Qo bo ((10 + Co)!(bo + do)!(ao + bo)!(CD + do)'
po= n - aolbolcoldo !

(CLQ + bo)

(2.8)

Beobachtungen, die stiarker gegen die Nullhypothese, der Unabhéngigkeit der Merkma-
le, sprechen, werden als extremere Stichproben bezeichnet. Diese erhélt man, wenn ag
einen noch geringeren Wert annimmt, den man mit a;=a¢—: fiir i=1,...a¢ bezeichnet.
Bei festen Randhéufigkeiten ergeben sich die restlichen Werte durch Vervollstandigung
der Tabelle: b;=by+i, c;=co+i und d;=dy—i. Die Wahrscheinlichkeiten der Stichproben

(@i, b, iy d;)iz1,. ao selen mit (p;)i=1,. 4, bezeichnet und lassen sich rechentechnisch sinn-

voll nach FELDMAN, KLINGER [24] rekursiv berechnen:
a;d;
il = i 2.9
Piyt = D (2.9)

18



2.2.4 Fisher-Yates-Test

Die Summe p=po+ ... +p,, liefert den einseitigen Signifikanzwert des Fisher-Yates-Tests.

Zur zweiseitigen Priifung gelten zudem jene Beobachtungen als extremer, fiir die gilt.

Qo Co
ap+by co+do

—_— 2.1
a+b c+d (2.10)

a c ‘

Aufgrund des Aufwandes zur Berechnung der Fakultdten in (2.8) wird der Test i.d.R.
nur fiir einen kleinen Stichprobenumfang verwendet. Dafiir erfolgt die Berechnung des p-
Wertes exakt. Fiir groflere Stichprobenumfénge stéft der Computer zur Berechnung von
(2.8) an die Grenzen der Zahlendarstellung und deren Genauigkeit. Hier sollte meiner An-
sicht nach, eine effizientere Berechnung verfolgt werden. Durch Bildung des Logarithmus

naturalis vereinfacht sich Formel (2.8) zu

In(po) =In((ag+co)!) + In((bo+do)!) + In((ao+bo)!) + In((co+dp)!) (2.11)
—In(ag!) — In(by!) — In(co!) — In(dp!) — In(n!).

In analoger Weise vereinfacht sich Formel (2.9) zu
In(p;iy1) = In(a;) + In(d;) — In(bi1) — In(ciq) + In(py). (2.12)

Das Signifikanz-Level ergibt sich dann durch p=exp(ln(pg))+ ...+ exp(In(pg,)). Die Be-
rechnung der Logarithmen von Fakultdten der Art In(n!), wie in (2.11), kann durch die
Stirling-Formel approximiert werden:

1 In(27)

In(n!) = Tom t— (n+1/2) In(n) — n. (2.13)

Auf diese Weise gelingt eine schnelle und zuverlidssige Berechnung auch fiir groflere
Stichproben. Doch nicht nur bei dichotomen Merkmalen kann dieser Test niitzlich sein.
Stetige Merkmale konnen z.B. durch Klassenbildung mittels Median (A=(X<Xeq),
A=(X>X0q)) zu dichotomen Merkmalen transformiert werden.

Dariiber hinaus gibt es eine Verallgemeinerung auf kxm-Tafeln von FREEMAN und HAL-
TON [19], welche auch von BORTZ, LIENERT & BOEHNKE [0] beschrieben wurde, sowie
einen weiteren exakten Test aus den 40er Jahren von G. A. BARNARD [10],[17], den wir

im Kapitel 2.3.1 betrachten werden.

Matlab [Fisher-Yates-Test]

Die Berechnung des p-Wertes erfolgt nach Eingabe der Stichprobenvektoren x und y.
Das Koordinatensystem wird dabei durch die Mediane in vier Quadranten geteilt. Die
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

Héaufigkeiten a, b, c,d ergeben sich dabei aus der Anzahl der Punkte in den Quadran-
ten. Fiir n>50 wird approximativ gerechnet. Dabei werden Logarithmen genutzt und die

© 00 N O Ut W N
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Stirling-Formel verwendet.

function p=FisherYatesInd (x,y)
%Syntax: p=FisherYatesInd (z,y)

% Calculates p—value by testing Independence with Fisher—Yates (1925)

%

% Inputs: x — nxl vector of data
% y — nxl vector of data
% Output:

% p — significance level
%

% Marcus Vollmer
% 07.05.2010 / 02.06.2010

S1=0; S2=0; S3=0; S4=0;

n=size (x,1);

%quadrantscores
for i=1:n
if x(i)>=median(x)
if y(i)>=median(y)
S1=S1+1;
else
S4=S4+1;
end
else if y(i)>=median(y)
S2=S2+1;
else
S3=S3+1;
end
end
end

%definition of a,b,c,d
if S2<=S1 && S2<=S3 && S2<=54
a=S2; b=S1; c¢=S3; d=S4;
else if S1<=S3 && S1<=54
a=S1; b=S2; c=S4; d=S3;
else if S3<=S4
a=S3; b=S4; c¢=S2; d=S1;
else
a=S4; b=S3; c¢=S1; d=S2;
end
end
end

%calculating significance level

P=zeros(a+1,1);
if n<50 %using nchoosek function
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2.2.4 Fisher-Yates-Test

P(1)=nchoosek (a+c,a)*nchoosek (b+d,b)/nchoosek (n,atb);
k=a+1;
for i=2:k
b=b+1; c=c+1;
P(i)=(axd«P(i—1)) /(bxc);
a=a—1; d=d—1;
end
p=sum(P) ;

else %using approximation of the P(i)’s for large samples

end
end

P(1)=lnapprox (a+c)+lnapprox (b+d)+lnapprox (a+b)+lnapprox (c+d)—lnapprox(a
)—Inapprox (b)—Ilnapprox (c)—lnapprox(d)—lnapprox (n) ;
k=a+1;
for i=2:k
b=b+1; c=c+1;
P(i)=log(a)+log(d)+P(i—1)-log(b)-log(c);
a=a—1; d=d—1;
end
p=sum (exp (P));

function Infac=Ilnapprox (1)
% Calculation of In(l!) in asymptotic way wusing Sitrlings approzimation

if 1==0
Infac=0;
else
Infac=1/(12x1)+log (2*pi)/2+(1+1/2)*log(1)—1;
end
end
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

2.2.5 Kendalls 7

SIR MAURICE GEORGE KENDALL prisentierte der Offentlichkeit 1938 einen weite-
ren rangbasierten Koeffizienten [15]. Dieser ist nach dem Briten benannt und wird
mit dem griechischen Buchstaben 7 bezeichnet. Bei genauerer Betrachtung ist theo-
retisch keine Rangbildung nétig, denn zur Berechnung dieser Kennziffer ist ledig-
lich die Lage der Wertepaare (X,Y) interessant. Bei monotonen Zusammenhéingen,

wie in Abbildung 2.2, liegen die Wertepaare,

ausgehend von dem Punkt (x;,y;), jeweils nur Monotoner Zusammenhang
in den Quadranten 1 und 3. Bei weniger star- 1000 o
ken Zusammenhéngen in allen vier Quadran- 800 I |

ten. Als Mafl fiir den Zusammenhang subtra- 600 ¢
hiert man die Anzahl der Punkte in den Qua- % 00 d
dranten 2 und 4 von der Anzahl an Punkten in oY) | ®

den Quadranten 1 und 3. Fiihrt man dies fiir 200 o®

alle Paare (x;,v;)i=1,., durch und addiert des- of ee®

sen Werte, so erhdlt man den Stichprobensco- 200 I |\(

re S. Der maximal mogliche Score ist n(n—1)
und tritt bei einem monotonen Zusammenhang
auf. Kendalls 7 ergibt sich somit als Quotient
des Stichprobenscores mit dem maximalen Score Abbildung 2.2: Lage bei monotonen
und befindet sich trivialer Weise zwischen —1 und Zusammenhéngen.
1:

: > > sen(w; — x;)sgn(y — yj)
Stichprobenscore =l

~ Maximal moglicher Score n(n—1) (2.14)
Um zu iiberpriifen, ob sich das Ergebnis signifikant von der Unabhéngigkeit unterscheidet,
kann fiir einen kleinen Stichprobenumfang die Verteilung der Scores genau berechnet
werden [vgl. Abbildung 2.3]. Wie gewo6hnlich kann dann ein Normal- und Extrembereich
festgelegt werden. Fiir grofle n konnen wir den p-Wert anhand der Normalverteilung
berechne, denn bei zufilliger Anordnung der Punkte ohne , ties“ ist der Stichprobenscore

S normalverteilt um 0 mit einer Varianz von ¢?(S)=:zn(n—1)(2n+5).
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Abbildung 2.3: Verteilung fiir n=8. Bei a=5% ergibt sich ein Normalbereich von [—-16; 16].
Abbildung entnommen aus Kapitel 4, Rank Correlation Methods [2].

Aufgrund dessen, dass S nur diskrete Werte annehmen kann, erfolgt die Berechnung des

p-Wertes nach einer Stetigkeitskorrektur (engl. correction for continuity) wie folgt:

2(1 - @(J5)), falls S >0,
p=<1, falls S = 0, (2.15)
20(75); falls S < 0.
Matlab [Kendalls 7]

Die Berechnung von 7 erfolgt durch die gegebene Funktion nach Eingabe der Stichpro-
benvektoren x und y:

%% Kendalls Tau
[tau,p]=corr(x,y, "type’, Kendall’);
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

2.2.6 Quadrantentest

REGINA C. ELANDT fithrte Mitte der fiinfziger Jahre diesen einfachen, aber weniger
bekannten Test ein, welcher im Englischen mit den drei Namen , quadrant measure of
association®,  medial correlation® und ,measure of tendency“ benannt ist [vgl. R. C.
ELANDT [23]]. Getestet wird wieder die Nullhypothese Hy, dass die Zufallsvariablen X
und Y unabhéngig sind. Dazu werden die vier Quadranten betrachtet, welche durch die
Mediane von X und Y getrennt werden. Man geht davon aus, dass bei Unabhéngigkeit
die Anzahl der Datenpunkte in den Quadranten gleich grof8 sind. Weicht die Anzahl
der Datenpunkte in den betrachteten Quadranten signifikant ab, ist eine Abhéngigkeit

nachgewiesen. Die Teststatistik sei mit S bezeichnet:
S=5+5+ 95+, (2.16)
wobei:

S1=#(x;,y;), falls £;>Tmed, Yj>Ymed

So=1/2, falls 3j : T;=Tmed, Y5 >Ymed , sonst Sa=0
Ss=1/2, falls 35 : £;>Zmed, Yj=Ymed , sonst Sz=0
Sy=1/4, falls 35 : £j=Tmed, Yj=Ymed , sonst Sy=0

#(z;,y;) sei dabei die Anzahl der Paare (z;,y;), fiir die die obige Bedingung gilt. Zyeq
und ymeq seien die beiden Mediane. Ist die Anzahl der n Wertepaare gerade, so ist S=.9;.
Unter Hy ist S asymptotisch normalverteilt um den Erwartungswert E(S ):}Ln bei einer

Varianz von

1 ..
Var(S) = 67T fiir n gerade (2.17)
+(n—1), fiir n ungerade

Matlab [Quadrantentest]

Die Berechnung von rg erfolgt durch folgende Funktion nach Eingabe der Stichproben-
vektoren = und y:

function p=QuadrantInd(x,y)

%Syntaz: p=QuadrantInd(z,y)

% Calculates p—value by testing independence by the Quadrant Test by FElandt
% on given data—vactors z and y.
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%
% Marcus Vollmer
% 26.04.2010

n=size (x,1);

S1=0; S2=0; S3=0; S4=0;
x_med=median (x) ;
y-med=median (y) ;

for i=1:n
if x(i)>=x-med && y(i)>=y-med
S1=S1+1;
if x(i)=—=x_med
if y(i)=y_med
S4=1/4; S1=S1—1;
else S2=1/2; S1=S1-1;
end

end
if y(i)=y-med && x(i)>x_med
S1=1/2; S1=S1-1;
end
end
end

S=S51+52453454;

%cdf of normal distribution
if rem(n,2)==0

p=normcdf(S,n/4,(n*n) /(16%(n-1)));

else
p=normcdf(S,n/4,(n—-1)/16);
end

%two—sided p—wvalue

if p>0.5
p=2%(1-p);

else p=2xp;

end

end

2.2.6 Quadrantentest
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

2.2.7 Anwendung der klassischen Verfahren - ein Beispiel

Zur Anwendung der klassischen Verfahren verwenden wir den frei erhéltlichen Fliegenda-
tensatz’ aus dem Datensatz-Archiv des Instituts fiir Statistik der Ludwig-Maximilians-
Universitdt Miinchen und des Sonderforschungsbereichs 386. Gemessen wurden die
Korpermafle und die Geweihléngen einer Fliegenart. Die Daten befinden sich auch im An-
hang auf Seite 94. Uns soll an dieser Stelle der Zusammenhang zwischen der Korperlange

x und der Geweihldnge y einer Fliege interessieren.

Matlab [Auswertung Fliegendatensatz]

Die Auswertung des Datensatzes verlauft in 3 Schritten. Zuerst werden die erforderlichen
Daten geladen und in den Variablen x und y gespeichert. Dies geschieht unter Verwendung
von textread in der Zeile 5 des Programmes. Die Berechnungen der p-Werte und der
Korrelationskoffizienten werden nach den zuvor definierten Matlab-Funktionen vollzogen
(Zeilen 8-13). Als letzter Schritt erfolgt die Ausgabe der Datenpunkte in einem Scatterplot
und daneben die der zugehorigen Koeffizienten (Zeilen 15 ff.).

%% Beispiel Fliegendaten
% Laden des Datensatzes

% x — Korperlinge einer Fliege

% y — Geweihlinge einer Fliege

[x, muell, muell, y, muell] = textread(’Data\fliegen.asc’, '%f %s %s %f %s’
, "headerlines’, 1, ’'whitespace’, ’’, ’delimiter’, '\t’);

%Berechnung der Koeffizienten und P—Werte

r, p-pearson]=corrcoef(x,y); %Pearsoncorrelation
r_s ,p-spearman]=corr(x,y, 'type’,’Spearman’) ; %Spearmancorrelation

[

[

[p-chi2]=Chi2Ind (x,y); %Chi "2 Independence Test

[p_fisher]=FisherYatesInd (x,y); %Fisher—Yates—Test

[tau, p_-kendall]=corr (x,y, 'type’, Kendall ’); %Kendalls Tau

[p-quadranten]=QuadrantInd (x,y) ; %Quadrant Test

%Plot

figure (1)

scatter (x,y,  filled ’)

set (gef, "PaperSize’ ,[20 11], position’,[100 100 800 400], color’,[1 1 1]);

set (gca, 'xlim’ ,[1.15+*min(x) —0.15*max(x) 1.15*max(x)—0.15xmin(x)], ylim’
,[1.15+min(y) —0.15*max(y) 1.15%max(y)—0.15+min(y)], box’, on’)

set (gca, ’OuterPosition’ ,[0 0 0.7 1]);

title (’\fontsize {12} Fliegendatensatz’,’FontWeight’, bold’);

xlabel (’\fontsize {12} K6érperlidnge ) ;

yvlabel(’\fontsize {12} Geweihldnge ) ;

http:/ /www.statistik.lmu.de/service/datenarchiv/fliegen /fliegen.html
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2.2.7 Anwendung der klassischen Verfahren - ein Beispiel

Fliegendatensatz

3.5F T 3
Pearsonkorrelation: r = 0.63
° Spearmankorrelation: rs = 0.67

Kendalls Tau: tau = 0.47

3 - 4
p—Werte:

)

o ° Pearson = 0.0024
> ° e Spearman = 0.0009
g 2.5¢ ° ° 1 Chi2-Ind. = 0.0046
= Fisher = 0.0073
qg) ° Kendall = 0.0030
> L LIPS Quadranten = 0.1615

O | ° |

2 ° o0 °
) °
1.5F ° [ ] i
| | | |
35 4 4.5 5
Koérperlange

Abbildung 2.4: Streudiagramm, Korrelations- und Signifikanzwerte des Fliegen-
datensatzes.

25 text (max(x)-+6*(max(x)—min(x)) /7 ,max(y)+(@max(y)-min(y))/11,sprintf(’
Pearsonkorrelation:.r.=.%.2f\nSpearmankorrelation: _rs =.%.2f\nKendalls._
Tau: .tau.=.%.2f\n.\n.p—Werte:\n\nPearson _=_%.4f\nSpearman.=.%.4f\nChi2—
Ind. =_%.4f\nFisher =.%.4f\nKendall =.%.4f\nQuadranten_=_%.4f’ ,r(2), r_s
, tau, p_pearson(2), p-spearman, p-chi2, p_fisher , p_kendall,
p-quadranten) ,’FontWeight’, ’Bold’, ’HorizontalAlignment ’, >right ’,
VerticalAlignment ’, ’top’, ’BackgroundColor’ ,[0.85 0.85 0.85], Margin’,10)

)

)

Das Streudiagramm zeigt uns einen mittleren linearen Zusammenhang. Pearson und Spe-
arman bestétigen diesen Zusammenhang durch die Koeffizienten r=0.63 und r,=0.67. Die
klassischen Tests auf Unabhéngigkeit liefern hohe Signifikanzwerte von 0.0009 bis 0.0073.
Das heif3t, es ist hochst unwahrscheinlich, dass die beiden Merkmale Korperlange und
Geweihldnge unabhéngig sind. Eine stochastische Abhéngigkeit gilt damit als gesichert.

Lediglich der Quadrantentest scheitert und weist keinen Zusammenhang auf.
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart
2.3 Moderne Verfahren

In diesem Abschnitt sollen neuere Verfahren und Ideen vorgestellt werden. Wir werden

feststellen, dass viele Ideen leicht versténdlich und dennoch komplexer sind.

2.3.1 Barnard’s CSM-Test

Gleich seine erste Publikation A New Test for 2x2 Tableserschien 1945 in der Fachzeit-
schrift Nature [16]. Der Statistiker George Alfred Barnard behauptete, er habe einen neuen
exakten statistischen Test zur Unabhéngigkeit entwickelt, der eine groflere Power besitzt,
als der exakte Test von Fisher® (siche 2.2.4, Seite 18). Auf dem halbseitigen Artikel be-
schreibt Barnard nur in Ausziigen seine Ideen und Folgerungen und verschiebt die Details
auf spatere Publikationen. Barnard weify zu berichten, dass Fisher iiber die Degradierung
seines Testes nicht erfreut war und in einem Brief an ihn gegen den neuen Test wetterte®.
Nach Briefwechseln und personlichen Treffen wurden die beiden aber schliellich Freunde.
Barnard lieferte die genauere mathematische Beschreibung dann zwei Jahre spéter, zu
finden in der Biometrika: Significance Tests for 2x2 Tables [17]. Auf den néchsten Seiten

soll der Test im Detail beschrieben werden.

Das Modell

Gegeben sei folgende Kontingenztafel:

A B | Summe
Ila b| a+b
IT|c d| c+d
Summe | s ¢ n

Zur Untersuchung der Unabhéngigkeit setzt Barnard ein 2-Urnen-Modell an. A und B
reprasentieren diese beiden Urnen. Jede Urne enthélt Kugeln der Ausprdgungen I und
II. Der Anteil der Kugeln mit der Markierung I in der Urne A soll mit p, bezeichnet
werden. Der Anteil der Kugeln mit Markierung I in B dementsprechend mit p,. Barnard

geht davon aus, dass die Anteile bei Unabhéingigkeit beider Merkmale gleich grof3 sind.

3im Englischen: " Thus the new test is more powerful than Fisher’s.””[16]
4im Englischen: " That brought a reply from Fisher attacking my test. [...] Anyway, I replied to Fisher’s
reply and we carried on a friendly correspondence [...]”” (siehe [33])
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2.3.1 Barnard’s CSM-Test

Abbildung 2.5: Modell zweier Urnen mit Zuriicklegen. Anteil von [ in A: p,. Anteil von
I in B: p,.

Es lassen sich somit die Anteile und die Nullhypothese formulieren.

pa = P(I|A)
py = P(I|B)
Ho:pa=po=0p (2.18)

Die Beobachtung der Haufigkeiten, also dem 4-Tupel (a, b, ¢, d), entspricht dem Urnen-
modell mit Zuriicklegen. Die Anzahl der zu ziehenden Kugeln sei fest. Aus der Urne A
werden s Kugeln und der Urne B ¢ Kugeln gezogen. Die Wahrscheinlichkeit, dass dabei
a Kugeln der Urne A und b Kugeln der Urne B mit Markierung I gezogen werden, lasst

sich aus dem Produkt zweier binomialverteilter GroB3en berechnen:

P(a,b,c,d) = (S>pa“(1 — Do) (Z)pbb(l — )"

a

H slt! a

= P (=) = Wia,b,p) (2.19)
Diese Wahrscheinlichkeit weicht um den Faktor Wzﬁd)!pa*b(l — p)¢*4 von der Berech-

nung von po des Fisher-Yates-Testes ab (vgl. mit Formel (2.8)). Als néchstes werden die
Wahrscheinlichkeiten aller Stichproben, die mindestens genauso extrem wie die Beobach-

tung sind, aufsummiert.

Plp)= > W(a,bp) (2.20)

T(a!,v/)>T(a,b)

T'(a,b) bezeichnet dabei eine geeignete Teststatistik zur Entscheidung, welches Tableau
gleich extrem oder extremer ist. W (a, b, p) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit eines jeden
Tableaus. Bei festen Spaltensummen héngen diese nur von a,b und dem Parameter p

ab. ¢ und d ergeben sich durch Vervollstindigung der Tableaus. Daher ergibt sich die
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Abbildung 2.6: Lattice-Diagramm: Beispiel fiirn = 15mit 0 < a < 9und 0 < b < 6. Jeder
Punkt entspricht einem Tableau. Das Kreuz entspricht der Beobachtung.

Anzahl aller moglichen Tableaus aus der Anzahl der Moglichkeiten fiir @ und b. Diese
lassen sich mit dem sogenannten Lattice-Diagramm visualisieren (siche Abbildung 2.6).
Jeder Punkt im Rechteck PQRS entspricht dabei einem Tableau. Das Kreuz bezeichnet
die Beobachtung.

SCM-Bedingungen

Man iiberlege sich zunéchst, dass Beobachtungen, die im Lattice-Diagramm auf der Dia-
gonalen PR liegen, fiir gleiche Anteile p,=p, stehen. Je weiter eine Beobachtung von dieser
Diagonalen entfernt liegt, umso extremer wird die Beobachtung. Des Weiteren iiberlege
man sich, dass Beobachtungen bzw. die Punkte (a, b) und (s—a, t—b) im Lattice-Diagramm
gleich extrem sein miissen, denn die Beobachtung (s—a, t—b) entsteht lediglich durch Ver-
tauschung der Bezeichnungen I und II. Die Beobachtung (s—a,t—b) ist dabei fiir den
zweiseitigen Signifikanzwert relevant. Extreme Anordnungen sind also symmetrisch zur
PR-Diagonalen. Dieser Zusammenhang sei unter dem Begriff der Symmetrie-Bedingung
zusammengefasst. Es gentigt also zu wissen, welche Punkte (a,b) im Dreieck PRS als ex-
trem angesehen werden konnen, die restlichen Punkte ergeben sich aus Spiegelung an der
PR-Diagonalen - der Symmetriebedingung. Fiir das Dreieck PRS fithren wir im mathe-

matischen Sinne die Grdfie der Abweichung ein:

Arithmetische Grofle der Abweichung:  p, — py
Verhéltnis der Abweichung: p./ps (2.21)
logarithmisches Verhéltnis der Abweichung:  log(p./pp)
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2.3.1 Barnard’s CSM-Test
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Abbildung 2.7: Symmetry-condition und convexity-condition. Extremer sind Punkte im
Quadranten II, weniger extrem sind Punkte im Quadranten IV.

Wie man sich leicht erschliefen kann, zeigen die Punkte direkt iiber und direkt links
von der Beobachtung x eine gréflere Abweichung und sind damit als extremer zu dekla-
rieren. Damit sind alle Punkte ausgehend von x in Richtung S extremer. Gleichzeitig
impliziert diese Bedingung, dass alle Punkte in Richtung Q (bis zur Diagonalen PR) ei-
ne geringere Abweichung besitzen, demnach weniger extrem sind. Dieser Zusammenhang
sei als C-Bedingung zusammengefasst®. GTUSEPPE CARDILLO ([51] und [52]) liefert eine
Matlab-Routine zur Berechnung des Signifikanzwertes und nutzt dabei zur Entscheidung

fiir extremere Punkte folgende Teststatistik:

|pa - pb|

T(d', V)=
VL)

(2.22)

Nun ist man in der Lage die Gleichung (2.20) P(p) = > 1 p)57(an W(a, b, p) aufzu-
stellen. Unter Ho: p,=p,=p bezeichnet P(p) die Wahrscheinlichkeit der Beobachtung und
mindestens gleich extremer Tableaus in Abhéngigkeit von p. Das Signifikanzniveau ergibt

sich aus dem Maximum von P(p), 0 < p < 1.

Matlab [Barnard-Test]

Nach Eingabe der Stichprobenvektoren z und y wird die Kontingenztafel erstellt. Dabei
wird das Koordinatensystem durch die Mediane in vier Quadranten geteilt. Anschlieffend
erfolgt die Berechnung des Signifikanz-Niveaus anhand der bestehenden Matlab-Routine
myBarnard von GIUSEPPE CARDILLO ([51]). Die Berechnung des Niveaus erfolgt dabei

5C steht dabei fiir fiir das englische Wort convezity und bezeichnet die konvexe Anordnung extremer
Punkte.
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

x107° Barnards exakter Signifikanzwert als Maximum von P(p)

Signifikanz—Niveau — —

Abbildung 2.8: Beispiel zur Bestimmung des Signifikanz-Niveaus anhand des
Fliegendatensatzes.

nicht exakt sondern numerisch. Der Grad der Genauigkeit kann mittels precision ein-
gestellt werden — der Kehrwert von precision gibt die Schrittweite beim Maximierungs-
schritt an.

function stats=BarnardInd(x,y,precision ,plot)

%Syntax: stats=BarnardInd(z,y, precision ,plot)

% Calculates p—value by testing independence on the base of the

% implementation of Barnard’s Test programmed by Cardillo G. (2009)

% MyBarnard: a very compact routine for Barnard’s exzact test on 2z2 matrix
% http://www. mathworks.com/matlabcentral/fileexchange /25760

0

% Marcus Vollmer

% 31.05.2010

S(4)=zeros;
n=size (x,1) ;

for i=1:n
if x(i)<median(x)
if y(i)>=median(y)
S(1)=S(1)+1;
else
S(3)=S(3)+1;
end
else if y(i)>=median(y)
S(2)=S(2)+1;
else

end

stats=mybarnard ([S(1) S(2);S(3) S(4)],precision ,plot);
end
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2.3.2 Hoeftdings D-'Test of Independence

2.3.2 Hoeffdings D-Test of Independence

Wassily Hoeffding, geboren in Finnland, promoviert in Deutschland und in die Ver-
einigten Staaten immigriert, vertffentlichte im Jahre 1948 den Hoeffdingschen Un-
abhéingigkeitstest® [15]. Sein Anliegen war es, einen guten parameterfreien Unabhiingig-
keitstest zu schaffen. Unter gut verstand er, dass der Test erwartungstreu und konsistent
ist. Ein Test sei dabei als konsistent zu bezeichnen, wenn die Wahrscheinlichkeit die
Nullhypothese zu akzeptieren, fiir wachsende Stichprobenumfinge gegen Null geht, d.h.
P(Ho|H;ist wahr) _ 0.

D-Test

Seien X, Y Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktionen Fx(z), Fy (y) einer Stich-
probe vom Umfang n. Die gemeinsame Verteilungsfunktion von (X, Y") sei ebenfalls ste-
tig und mit Fyy(z,y) bezeichnet. Im Sinne der stochastischen Unabhéngigkeit beider
Variablen gehen wir davon aus, dass sich die gemeinsame Verteilung aus dem Produkt
der einzelnen Verteilungen berechnet: Fxy (z,y)=Fx(z)Fy(y). Die Differenz D(z,y) =
Fxy(z,y)—Fx(x)Fy(y) liefert damit ein geeignetes Maf fiir die Abhéngigkeit. Bei Un-

abhingigkeit erwarten wir, dass diese Differenz Null betragt.
Hy : D(x,y) = Fxy(z,y) — Fx(x)Fy(y) =0 (2.23)

Hoeffding fiihrt als Néchstes das Funktional A(F)= [ D*(x,y)dFxy(z,y) ein und stellt
im Abschnitt 3 seiner Publikation [18] den Zusammenhang zu D(z,y) her. Hoeffding be-
weist: A(F)=0 < D(z,y)=0 (unter der Voraussetzung, dass Fxy(z,y) zur Menge der
Verteilungsfunktionen mit stetiger Randverteilung und stetiger gemeinsamer Verteilung
gehort). Es wird weiterhin gezeigt, dass der Erwartungswert der Teststatistik D,, A be-
tragt (E(D,)=A). Im Falle der Unabhéngigkeit ist D,, um Null verteilt und eignet sich
somit als Entscheidungsgrofie zur Unabhéngigkeit.
A—=2(n—-2)B+ (n—2)(n—-3)C

D D - -1 ™ (2:24)

6im Englischen: D-Test of Independence
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

A= Z(rg(%) — D(rg(z:) — 2)(rg(y:) — 1)(rg(y:) — 2)

B = Z(rg(a‘i) —2)(re(yi) — 2)c;

C=> (-1

=1

rg(z;) und rg(y;) bezeichnen dabei die Rdnge von X und Y. ¢; sei die Anzahl der Punkte
(xj,y;) mit z; < x; und y; < y;. Da Fyy(z,y) stetig ist, gehen wir vom Fall ohne
Bindungen aus, d.h. z; # z; und y; # y, fir ¢ # j. D, befindet sich dann zwischen den

Grenzen — & und =, wobei die obere Schranke fest ist und die untere Schranke von nD,,

60 30°
1 1. ..
gegen — o lauft fiir n — oo.

Nach Hoeffding [18] ist D,, unter Hy um pu=0 verteilt mit einer Varianz von

2(n% + 5n — 32)
In(n—1)(n—3)(n—4)

Var(30D) =

Fiir n=5, 6, 7 gibt Hoeffding die exakte Verteilung von D,, an. Fiir groflere Stichproben ist
das Signifikanz-Niveau a nur durch eine Abschétzung gegeben, da die Art der Verteilung

von D, unbekannt ist. Hoeffding nutzt dazu die Tschebyscheffsche Ungleichung;:

1
P(X —ul 2 ko) < -5

L

Durch Substitution von Z=a:

L)<a

P(IX =yl = 7)<

und Ersetzen der gegeben Grofien:

2(n? + 5n — 32)
P <3OD” = \/9n(n— D(n—3)(n — 4)a> =
2(n? + 5n — 32)
P ('30D"| = \/9n(n ~ (= 3)(n — 4)a) =

gelangt man zu einer Abschitzung des Signifikanzniveaus:

2(n? + 5n — 32)
* = BOD)In(n — 1)(n — 3)(n — 4) (225)
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2.3.2 Hoeftdings D-'Test of Independence

simulierte Verteilung von D,

1400

1200

1000 |
T 800 -
=2
3
T 600 .
400 —
200 —
Stichprobe: D = 0.0047969
0 N 1 L
-0.0015 0.0006 0.0027 0.0048 0.007 0.0091
D

n

Abbildung 2.9: Beispiel fiir fiir die Verteilung von D, anhand des Fliegendatensatzes
(n=21). Der Simulation liegen 10000 zuféllige Anordnungen von n Punk-
ten zu Grunde. Hoeffdings D-Test ergibt hierbei ein Signifikanz-Niveau
von 0.0038.

Die Abschétzung von Tschebyscheff ist sichtlich schlecht und liefert keine wiinschenswerte
Ergebnisse. Unter Nutzung der Moglichkeiten heutiger Rechentechnik lasst sich die Ver-
teilung von D, unter der Nullhypothese Hy simulieren, um eine bessere Approximati-
on fiir a zu erhalten. Da die Berechnung der exakten Verteilung von D sehr aufwen-
dig ist, entwickelten BLuM, KIEFER und ROSENBLATT [21] 1961 die einfachere Statistik
B,=n""3"" (N1(i)Ny(i)— Na(¢)N3(2))?. Ni(i), No(i), N3(i) und Ny(i) seien dabei die An-
zahl der Punkte in den vier Quadranten, welche von der Horizontalen und Vertikalen des
Punktes (X;,Y;) begrenzt werden. Dieser Ansatz soll aber in dieser Arbeit nicht weiter

verfolgt werden.

Matlab [Hoeffdings D-Test]

Nach Eingabe der Stichprobenvektoren x und y wird die Teststatistik D berechnet. Ist
n>100, so erfolgt eine Simulation von zufilligen Anordnungen von n Punkten und die
Erstellung der simulierten Verteilung von D,,. Auf dieser Basis wird der p-Wert bestimmt.
Es erfolgt, falls gewiinscht, die Ausgabe der Verteilung als Histogramm. Fiir n<100 wird
eine Quantilstabelle genutzt.
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

function p=HoeffdingInd (x,y, plot)
%Syntax: p=HoeffdingInd (xz,y, plot)
% Calculates

n=size (x,1
rx=tiedran
for i=1:n

for j=1:n

p—value by testing independence with the Hoeffding s D-Test

— nzl wvector of data
— nzl vector of data
— if plot=1 you will get the distibution of D

— significance level

%

% Inputs: =

% y

% plot

% Output :

% p

%

% Marcus Vollmer
% 25.06.2010

) ;
k(x); ry=tiedrank(y); rxy=zeros(n,l);

if rx(j)<rx(i) & ry(j)<ry(i)

end

end
end

rxy (1)=rxy (i)+1;

D=teststatistic (rx,ry,rxy,n);

%Calculation of significance level

if n<=100

load (’Matlab_SaveFiles/HoeffdingQuantile .mat’) ;
p=(sum(quant (n—4,:)>=D))/size (quant ,2) ;

else

%Simulation of the distribution of D = simD
nl1=10000; n2=50;

simD=hoeffdingdistribution (n,nl,n2);
P=(sum(simD>=D) ) /nl;

p=mean (P) ;

end

%Plot

if plot==1 && n>100

figure

mydata=hist (simD (1:nl1,1) ;min(simD (1:n1,1) ) :(max(simD (1:nl1,1) )—min(simD

(1:nl1,1)))/50:max(simD(1:nl1,1)));
bar_h=bar (mydata) ;
bar_child=get (bar_h ,’ Children’);
set (bar_child , ’CData’ ,mydata) ;
mycolor=[0 0 1;1 0 0];

color=zeros(1,size (mydata,2))+2;
i=1; pp=mydata(i);
while (pp/nl<l-p)

color (i)=1;

i=i+1;
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end
end

2.3.2 Hoeftdings D-'Test of Independence

pp=pp+mydata(i);

end

set (bar_child , ’CData’,color , ’EdgeColor’, ’none’);

set (gca, 'XTick’ ,1:10:51) ;

set (gca, ’XTickLabel’ ;round ((min(simD (1:n1,1)) : (max(simD (1:n1,1) )—min(
simD (1:n1,1))) /5:max(simD (1:n1,1)))10000) /10000) ;

set (gef, ’PaperSize’ ,[22 11], position’,[100 100 800 400],’color’,[1 1
1])5

set (gca, ’OuterPosition’ ,[0 0 1 1]);

title (’\fontsize{l4}simulated_distribution._of_.Dn’, FontWeight’, bold ")

xlabel ( '\ fontsize{14}Dn’);

ylabel (’\fontsize {14} frequency’);

colormap (mycolor) ;

line ([i i],[0 mydata(i)+max(mydata)/10],[1 1], ’LineStyle’,’—’, Color’,”’
black ’,’LineWidth’ ,2)

text (i ,mydata(i)+max(mydata)/10,[’\bf\fontsize {12} _sample: D.~=_",
num?2str (D) |, "HorizontalAlignment ’, ’left >, ’VerticalAlignment ', "top’,’
BackgroundColor’ ,[.85 .85 .85], Margin’,b3);

function D=hoeffdingdistribution (n,o0,p)
D=zeros(o0,p);

for

end
end

l=1:p
for k=1:0
rx=(1:n) ’;
ry=randperm (n) ’;
rxy=zeros(n,1) ;
for i=1:n
for j=1:i
if ry(j)<ry(i)
rxy (1)=rxy (i)+1;
end
end
end
D(k,l)=teststatistic (rx,ry,rxy,n);
end

function D=teststatistic (rx,ry,rxy,n)

A=sum((rx—1).%(rx—2). % (ry—1).x(ry—2));
B=sum((rx—2).%(ry—2).%rxy);

C=sum((rxy —1).*rxy) ;

D=(A—2%(n—2)*B+(n—2)*(n—3)*C) /(n*(n—1)*(n—2)*(n—3)*(n—4) ) ;

end
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

2.3.3 Bakirovs I,

BAKIROV, Rizz0 und SZEKELY entwickelten 2004 einen neuen parameterfreien Test zur
Unabhéngigkeit. Konzipiert fiir das Testen der Unabhéngigkeit zweier oder mehrerer Vek-
toren beliebiger Dimensionen, wurde dieser anschlieend im Jahre 2006 veroffentlicht [11].
Die Teststatistik basiert dabei auf Distanzen zweier Punkte und hat dabei sehr gute Ei-
genschaften, die wir im Weiteren kennen lernen werden. Doch beginnen wir zuerst mit

den gegebenen Groflen fiir den bivariaten Fall.

Gegeben seien zwei Vektoren X und Y der reellen Zahlen. Bezeichnet man die Vertei-
lungsfunktionen von X und Y mit F; und F5, sowie die gemeinsame Verteilungsfunktion

mit F', so lasst sich fiir unabhéngige Vektoren X und Y die Nullhypothese aufstellen:
HO . F = F1F2
Mit Hilfe einer zufiilligen Stichprobe Z vom Umfang n mit Z;=(X;,Y;), X;€R, Y;€R,

j=1,...,n wollen wir die Hypothese testen. Folgende Teststatistik wird nach BAKIROV
ET AL. als sinnvoll erachtet. Mit |- |4 als Euklidische Norm des R? und Z;;=(X;,Y;) lautet

diese:
2% _ o, —
[ = 22 (2.26)
r+y—+=z

| Zii = Zjjla r=5 2 |Xi—Xjh

wobei

N
[\
|
3M|,_.
-
S,
iz

[y
.
<

n n n
Z=15 2 2 | Zi— Zilo y=1 2 |Yi-Yj|
1,J=1 k=1 2,7=1
n n
=53 3 |Zij— Zul
i =1 k=1

Begriindet wird die Wahl dieser Teststatistik mit der normierten Distanz zwischen der
gemeinsamen charakteristischen Funktion f(t,s) von (X,Y’) und dem Produkt der mar-

ginalen charakteristischen Funktionen fi(¢) und fy(s) von X und Y:

1/ (s,t) = f1() fa(s)
[=1I(f) =
g V@ =1AOP) (1= [f6)P)]

I ist ein Maf fiir die Abhéngigkeit und I,, ergibt sich als empirisches Gegenstiick zu 1.

(2.27)

Details sind der Veroffentlichung A multivariate nonparametric test of independence”

[11] zu entnehmen. Es konnte von BAKIROV ET AL. gezeigt werden, dass [, invariant
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gegeniiber Verschiebungen, orthogonalen Transformationen und gemeinsamen Skalierun-
gen von X und Y ist. Als vorteilhaft wird auch bemerkt, dass fiir die Berechnung keine
Matrixinversion gebraucht wird. Des weiteren werden folgende Eigenschaften fiir I und

1,, getroffen:

(i) E(IX] +|Y]) <oo= I, —= 1.
n—oo
(i) 0< I, < 1.
(iii) I =0 <« X und Y sind Unabhéngig.

(iv) I = 1 & 3 Zufallsmenge A und Vektoren a,b,c,d, sodass X=a+bx(A) und
Y=c+dx(A), wobei x(A) die Indikatorfunktion der Zufallsmenge A beschreibt.

(v) Bei Unabhingigkeit von X und Y, sowie Bedingung (i):  nI? 2, Q °.
n—oo
(@ bezeichnet eine nichtnegative quadratische Form normalverteilter Zufallsvariablen
mit E(Q) = 1.

Die wichtigste Erkenntnis zur Bestimmung des Signifikanz-Niveaus diirfte Bedingung (v)

sein. Denn fiir @ gilt folgende Ungleichung, wenn 0<a<0.215:

PQ>(@'1-3)) <a (2.28)

und aus (v) folgt, dass Yo €]0;0.215] Hy abgelehnt wird, falls:

«

vnl, > & 11 - E)‘ (2.29)
Damit gelangt man durch Umformungen zu:
a < 2(1 —®(/nl,)). (2.30)

WEeil dies aber nur in der Konvergenz der Fall ist, sollten wir fiir kleine Stichprobengrofien

auf eine Simulation der Verteilung von I zuriickgreifen.

"Mit fs. ist der Begrifft  der  fast  sicheren Konvergenz verbunden, d.h.
P{w e Q:lim, o (w) = X(w)})=1

8D steht dabei fiir convergence in distribution (schwache Konvergenz), d.h. F(nI?) konvergiert gegen
F(Q) fir n — oo.
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

Matlab [Bakirovs Independence Test]

Mit Eingabe der Stichprobenvektoren x und y erfolgt die Berechnung der Teststatistik 7,,,

sowie die Berechnung des Signifikanzniveaus nach (2.30).

function p=BakirovInd (x,y)
%Syntaz : p=Bakirovind (z,y)

% Calculates p—value by testing independence with the test of independence

% by Bakirov/Rizzo/Székely (2006)

%
% Inputs: =z — nzl wvector of data
% y — nxl vector of data
% Output: p — significance level
%

% Marcus Vollmer
% 08.07.2010/11.07.2010

n=size (x,1);
I_n=teststatistic(x,y,n);

if n<101
load (’Matlab_SaveFiles/BakirovQuantile .mat’, ’quant’);
p=(sum(quant (n,1l:size(quant,2))>=I_n)+1)/(size(quant,2)+1);
else
p=2%(1—normcdf(sqrt(n)*I_n));
if p>0.215
disp ('Warning: .p—value.could _be_wrong. )
end
end
end

function I_n=teststatistic(x,y,n)
z1=0; zquer=0;

diffx=(repmat (x,1,n)—repmat(x’,n,1));
diffy= (repmat(y,l,n)—repmat( “on,1));
z2=sum(sum(sqrt (diffx. 24+ diffy ."2)))/n"2;
x1l=sum(sum(sqrt (diffx."2)))/n"2;
ylﬁum(smn(sqrt(diffy.A2)))/nA2;

for i=1:n

for j=1:n

zl=z14sum(sum(sqrt (diffx. 2+ diffy (i,j)."2)));

end

zquer=zquer+sum (sum(sqrt (diffx. 2+repmat (diffy (:,1),1,n)."2)));
end
zquer=zquer /n" 3;
z1l=z1/n"4;

%teststatistic I_m

I_n=sqrt ((2xzquer—z2—z1)/(xl+yl—2z1));
end
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2.3.4 Permutation-Entropy-Test von Garcia-Marin

Der Permutation-Entropy-Test von M. MATILLA-GARCIA und M. Ruiz MARIN [44] ist
ein parameterfreier und konsistenter Unabhéngigkeitstest. Eigentlich ist dieser Test als
Test zur Messung der Abhéngigkeit fiir Zeitreihen konzipiert. Wenn wir jedoch zwei stetige
Variablen X und Y haben, deren Rénge bilden und die Werte von Y nach X sortieren, so
konnen wir die sortierten Rénge von Y als Zeitreihe auffassen. Der Permutation-Entropy-
Test benutzt dabei die Verteilung ordinaler Muster in der Zeitreihe. Als ein ordinales
Muster bezeichnen wir eine Ordnungsrelation m benachbarter Werte und geht auf C.
BANDT und B. POMPE [39] zuriick, welche auch die Definition der Permutation-Entropy

liefern. Beginnen wir zunéchst mit den Definitionen und Bezeichnungen.

X und Y seien n-dimensionale stetige Variablen der reellen Zahlen. rg(X) bezeichnet den
Rang von X. Die Paare ((X;), (Yi))i=1...., werden nun nach den Ringen von X geordnet:
(rg(X;)=1, (Y}))i=1,. n. Die Folge der (Yj) ist als Zeitreihe anzusehen und sei mit Z be-
zeichnet. Als nédchstes betrachten wir die ordinalen Muster von m benachbarten Werten:
Zm(t) = (Z(t), Z(t+1),..., Z(t+m—1)) mit t=1,...,n—m+1. m wird als Bindungsdi-
mension (embedding dimension) bezeichnet und ist eine positive ganze Zahl grofier 1,
also m>2 ; je nachdem, wieviele benachbarte Werte verglichen werden sollen. Mogliche

ordinale Muster sind Elemente der symmetrischen Gruppe S,,, also der Gruppe, die aus

allen Permutationen der Menge (0, ..., m—1) besteht. So sind fiir m = 3 folgende ordina-
le Muster moglich: S3 = {(0,1,2),(0,2,1),(1,0,2),(1,2,0),(2,0,1),(2,1,0)}. Wir weisen
jedem (Z,,(t))i=1...n—m+1 genau jenes Muster m; = (iy,42,...,4m) € Sy zu, fiir welches
gilt:
Ziviy < Zyiy < oo < Dy, und (2.31)
s < lsi1 fir Zi, = Ziyi,, (2.32)

Die beiden Bedingungen garantieren, dass jedes (Z,(t))i=1, . n—m+1 genau einem Muster
zugeordnet wird. Beginnen wir mit einem kleinen Beispiel.

Gegeben sei eine endliche Zeitreihe mit 8 Werten: Z={6,7,2,7,5,1,3,4}. Wir analysieren
die Zeitreihe bei einer Bindungsdimension von m=3. Fiir t=1 vergleichen wir nun die
ersten 3 Werte und nach Bedingung (2.31) ergibt sich eine Ordnung: Z;,0=2 < Z;1¢=6 <
Z11=7 und somit ist Z3(t=1) dem ordinalen Muster (2,0, 1) zuzuordnen. Fir t=2 gilt:

9Dabei sei der Fall von Bindungen, also der Zuweisung gleicher Riinge fiir identische Werte ausge-
schlossen. Eventuell muss vorab ein ,verzittern“ der Werte von X vorgenommen werden. Dies kann
beispielsweise durch Addition normalverteilter Werte mit Mittelwert 0 und einer kleinen Varianz
geschehen. Dadurch werden die Bindungen aufgelost.
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Zi1=2 < Zyio=Zy2=T7. Da Zy =712, wird Z3(t=2), aufgrund von Bedingung (2.32),
dem ordinalen Muster (1,0,2) zugeordnet. Dies werde nun schrittweise fortgefiihrt. Es

zeigt sich, dass in unserem Beispiel jedes ordinale Muster genau ein mal vorkommt:

[ ] [ ] [ ] [ ) [ ] [ )
ordinales Muster ° ° ° ° ° °
[ ) [ ] [ ) [ ) [ ) [ ]
symmetrische Gruppe 01 2 021 102 120 201 210
zugeordnete 1,3,4 2,7,5 7,2,7 51,3 6,7,2 7,5,1
Zeitreihenausschnitte Z.(6) Z.(3) Z.(2) Z.(5) Z (1) Z,4)

Abbildung 2.10: Ordinale Muster der Bindungsdimension m=3 und deren zugeordnete
Zeitreihenausschnitte des Beispiels.

Dass die ordinalen Muster zu gleichen Anteilen in der Zeitreihe auftreten, wiirden wir fiir
unabhéngige Zeitreihen erwarten. Dieser Fakt erlaubt es, die Permutation-Entropy h(m)

in die Teststatistik einflieBen zu lassen:

hm)=— > pxIn(px,) (2.33)

i=1,...,m!
mit den relativen Haufigkeiten p,., der ordinalen Muster 7;:

pe = N, :: #{t|Z,,(t) hat Muster 7} (2.34)
n—m-+1 n—m-+1

Bei monotonen Zusammenhéngen ergibt sich fiir die Entropie eine untere Grenze von 0.

Sind alle Muster gleich haufig vertreten, ergibt sich die obere Grenze In(m!) und damit:
0 < h(m) <In(m!)

Um zu einer geeigneten Teststatistik zu gelangen, betrachten wir die Zeitreihe Z. Wir defi-

nieren nun die Zufallsvariable th tiber alle moglichen ordinalen Muster m;=(i1, i2, . . . , i) €S-
~ 1 falls Z “SZ ZSSZ im )
Xt = . " (2.35)
0 sonst
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Wir kénnen th als Bernoulli-Variable betrachten, mit Erfolgswahrscheinlichkeit p,, fiir
das ordinale Muster i. Die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten ist 1. Ist unsere Zeitreihe

endlich und hat n Werte, so ldsst sich fiir jedes Muster die Variable

definieren. Die Variable Yy, kann nur Werte zwischen 0 und n—m+1 annehmen. Es folgt,
dass ffm binomialverteilt ist. Unter der Voraussetzung der Unabhéngigkeit konnen wir fiir
Anzahlen ay, ..., a,eNU{0}, mit > a;=n—m+1, die folgende Wahrscheinlichkeit bilden:

m! g,
P(Yﬂlzal, Yﬂ2:a2, RN 7Y7Tm1:am!) — n' H p_ﬂ—; (236)
Q;.

=1

Das entspricht einer Multinomialverteilung. Wir nutzen die Log-Likelihood-Methode um
die wahren Anteile p, zu schétzen. Dies ergibt den Likelihoodschéatzer ﬁwi:%n—;iﬂ fiir die

Anteile p,, der 7 ordinalen Muster. Als néchstes bilden wir den Likelihood-Quotienten:

¥ = nﬂ’z‘! n . Pr; i

mit dem Priifwert:

Glm) = —2Im(AF)) "= 2n—mt1)(In(m!)—h(m)) (2.38)

Die Details der Umformungen von (2.38) ist der Original-Veroffentlichung [141] zu entneh-
men. Bekanntermaflen ist G(m) asymptotisch x2-verteilt mit m!—1 Freiheitsgraden. Fiir
die Teststatistik G'(m) lasst sich nun mehr bei gegebenen a-Niveau ein Ablehnungsbereich

angeben:

Ho: {Yi,...,Y,}iid

Lehne Hy ab, wenn G(m) > x2.

Um die y?-Verteilung auch anwenden zu kénnen, sollte darauf geachtet werden, dass die
erwartete Hiufigkeit eines ordinalen Musters >5 ist. Demnach sollten wir die y?-Verteilung
erst ab einer Stichprobengrofie von 5m! verwenden. Fiir eine Bindungsdimension von m=3

also erst ab Stichprobenumfingen >30.
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

Matlab [Permutation-Entropy-Test von Garcia-Marin]

Nach Eingabe der Stichprobenvektoren x, y und der Bindungsdimension m erfolgt die Be-
rechnung der Teststatistik GG, sowie die Berechnung des Signifikanzniveaus unter Nutzung
einer Quantilstabelle oder fiir gréflere Stichprobenumfénge durch Nutzung der asympto-
tischen y2-Verteilung.

function [p pmin pmax]=GarciaMarinInd (x,y,m)

%Syntax: p=garciamarinind (x,y,m)

% Calculates p—wvalue by testing independence with the permutation entropy
% test by M. Martilla—Garcia and M. Ruiz Marin (2008)

Inputs : x — nxl vector of data
y — nxl vector of data
m — positive integer , embedding dimension

Outputs: p — significance level
pmax — upper bound of p
pmin — lower bound of p

Marcus Vollmer
13.07.2010—15.07.2010

n=size (x,1);

if m<3
m=3; disp(’Embedding_dimension._must_be_3_at_least , m_is_set_to_.3.")
else if n<factorial (m)
m=3; disp(’Sample.size._.too.small.for_your_.embedding.dimension , . m.is._set
~to.3."7)
end
end

%order pairs (xz,y) and generate ranks

[o TIEDADJ]=tiedrank (sortrows ([x y]));

if TIEDADJ(1) =0 %jitter x points if ranks are tied
x=x+normrnd (0, (max(x)—min(x))/n/1000,n,1) ;
o=tiedrank (sortrows ([x y]));

end

if TIEDADJ(2) =0 J%condition 2 if ranks are tied
o=tiedrank (sortrows (sortrows ([x tiedrank(y)],[2 1])+[zeros(l,n);1l:n]’))

end

z=zeros (m,n—-m+1);

prodvec=zeros (m,n-m+1);

temp=0;

for i=1m
z(i,1:n-m+1)=o0(1i:n—mti,2);
prodvec(i,l:n-m+1)=@m) " (i-1);
temp=temp-+(i—1)xm" (i—1);
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2.3.4 Permutation-Entropy-Test von Garcia-Marin

end
zo=tiedrank (z);
no=sum ( (zo—1).xprodvec) ;

counts=zeros (temp,1) ;
for i=1:n-m+l

counts (no(i))=counts(no(i))+1;
end

ppi=counts./(n—-m+1);
h=—1snansum (ppi.*log (ppi));
G=2#(n—-m+1)*(log(factorial (m))-h);

%frequencies of symmetric groups
%Shannon entropy
%Teststatistic G

%G is asymptotically chi”2 distributed

%Using tables of quantiles

load (’Matlab_SaveFiles/GarciaMarinQuantile .mat’, ’quant3’) ;
load (’Matlab_SaveFiles/GarciaMarinQuantile.mat’, ’quantvar3’);

load (’Matlab_SaveFiles/GarciaMarinQuantile . mat’ , ’quant4’) ;
load (’Matlab_SaveFiles/GarciaMarinQuantile .mat’, ’quantvard’);

if n>100
p=1l-chi2cdf (G, factorial (m)—1);
pmin=p;
pmax=p;
else
switch m
case 3;
quant=quant3; quantvar=quantvard;
case 4;
quant=quant4; quantvar=quantvar4;
end

l=n+1—factorial (m) ;

p=(sum(quant (1l ,:)>=G)+1)/(size (quant ,2)+1);

pmin=p;
pmax=p;
%Calculation of the confidence interval of p
if p™=0
alpha=0.05;

var=quantvar (max(sum(quant (1,:)>=G) ,1));
Gmin=G-sqrt (20xvar /19)«tinv(1—alpha /2,19);
Gmax=G+sqrt (20xvar /19)*tinv(1—alpha /2,19);
pmin=(sum(quant (1 ,:)>=Gmax)+1)/(size (quant ,2)+1);
pmax=(sum(quant (1 ,:)>=Gmin)+1) /(size (quant ,2)+1);

end
end
end
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

2.3.5 Langste aufsteigende Teilfolge L,

Ein sehr junger Ansatz auf Unabhéngigkeit zu testen stammt aus dem letzten Jahr und
wurde von JESUS E. GARCIA und VERONICA A. GONZALEZ-LOPEZ veréffentlicht [15].
Ihre Idee beruht auf der Linge L, der lingsten aufsteigenden Teilfolge (LIS') einer

! und ist parameterfrei. So ist die Linge der LIS bei

Punktmenge mit n Koordinaten'
monotonen Zusammenhéngen entweder 1 fiir negative monotone Zusammenhénge oder
genauso grof} wie der Stichprobenumfang n bei positiven monotonen Zusammenhéngen.
Die Unabhéngigkeit soll sich also mit dem Argument widerlegen lassen, dass die Lange der
LIS entweder zu grof oder zu gering ist. Haben wir die Verteilung von L, fiir unabhéngige
Variablen, so kénnen wir auf Basis dieser Verteilung eine Entscheidung fillen. Ob und
wie diese Verteilung exakt berechnet werden kann, werden wir auf den folgenden Seiten

ergriinden. Doch beginnen wir, wie iiblich, mit den Definitionen und Bezeichnungen.

X und Y seien zwei stetige Zufallsvariablen. Wir testen die Nullhypothese Hy : X und Y
sind unabhéngig. Zur Uberpriifung dessen nehmen wir eine Stichprobe (X,Y") der Grofe n
und bezeichnen die Paare mit (z1,v1), ..., (Zn, Yn). rg(z;) und rg(y;) bezeichnen die Rénge
des Paares (x;,y;). Wir sortieren die Paare aufsteigend nach X. Bilden wir die Rénge der
entstanden Folge, so erhalten wir die Paare {(1,41), (2,42), ..., (n,4,)} mit i;€{1,... n},
fiir paarweise verschiedene Werte (i;#iy, fiir j#k). Die Menge dieser Paare entspricht einer
Permutation mg mit: 7y(1)=iy, m(2)=is, . . ., ms(n)=i,. Die Information der aufsteigenden

und absteigenden Folgen ist nun in der Folge {7;}7_, enthalten.

Aufsteigende Teilfolge (IS)

Sy, bezeichnet die Permutationsgruppe der Menge {1, ...,n}. Fiir eine Permutation 7€S,
bezeichnen wir eine Folge 7(j1),. .., 7(jx) als eine aufsteigende Teilfolge von 7 der Lénge

k, wenn

1< <jp<...<ji<n und (2.39)
1 <7(iy) <m(ia) <...<m(ix) <n (2.40)
Langste aufsteigende Teilfolge (LIS)

Wir bezeichnen eine aufsteigende Teilfolge 7(j1),...,7(jx) als lingste aufsteigende Teil-

folge, wenn keine aufsteigende Teilfolge 7(j;), ..., m(j;) existiert mit k>Fk. Die Linge der

10LIS steht dabei fiir Longest Increasing Subsequence.
1Genauso gut kénnen wir auch die lingste absteigende Teilfolge nehmen oder auch beide gleichzeitig
betrachten.
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2.3.5 Langste aufsteigende Teilfolge L,

lingsten aufsteigenden Teilfolge sei mit L, (7) bezeichnet'?. Analog liisst sich die lingste

absteigende Teilfolge definieren. Deren Lénge sei mit LD,,(7) bezeichnet. Mit p} bezeich-

Fliegendatensatz

3.5F T T =
[ ]
3+ ,
°
o ®
= ®
S 25F ° ° -
=
(V]
[}
3 b °
© 2 = o ,
- —o—
[
15F ) B
| | | |
35 4 45 5
Korperlange

Abbildung 2.11: Eine ldngste aufsteigende Teilfolge des Fliegendatensatzes mit 21 Daten-
paaren. Die Lénge der LIS betragt 8.

nen wir die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillige Permutation 7 der Lénge n mit 7€S,
eine ldngste aufsteigende Teilfolge der Lange k hat:
_ #{meS, : Ly(n)=k}

pr = P(Ly=k) = o (2.41)

Doch wie viele Permutationen haben eine lingste aufsteigende Teilfolge der
Liange k? Zum Gliick waren solche Folgen bereits Gegenstand umfassender For-

schung. So lieferte C. SCHENSTED bereits 1961 die Antwort auf diese Frage (siehe [22]):

Satz von Schensted

Die Anzahl der Permutationen n paarweise verschiedener Zahlen, die eine langste auf-
steigende Teilfolge der Léinge k£ und eine lingste absteigende Teilfolge der Lénge [ haben,
ist die Summe aus der quadrierten Anzahl der Standard-Young-Tableaus (SYT), deren
Typen k Spalten und [ Zeilen haben:

#{reS, : L,(m)=k und LD, (m)=l} = Z #*{SYT des Typs mit k Spalten [ Zeilen}
Typen

(2.42)

12Die Definition der LIS ist nicht eindeutig. Es kénnen mehrere lingste aufsteigende Teilfolgen existieren.
Vordergriindig ist allerdings die Lénge, nicht die Folge selbst.
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

Summieren wir iiber die Linge der langsten absteigenden Teilfolge LD,,, so erhalten wir
die gewiinschte Anzahl. Zum Versténdnis sei im Folgenden das Standard-Young-Tableau

und deren Typ definiert.

Standard- Young-Tableau (SYT)

Ein Standard-Young-Tableau der Ordnung n ist eine Anordnung von n paarweise ver-
schiedenen natiirlichen Zahlen in Zeilen und Spalten, so dass die Zahlen in jeder Zeile
und Spalte von links nach rechts, bzw. von oben nach unten liickenlos und aufsteigend
geordnet sind und die erste Spalte jeweils die erste Zahl einer Zeile angibt'?.

Lassen wir die Bedingung der aufsteigenden Ordnung in Zeilen und Spalten weg, so er-
halten wir die Definition des Young-Tableaus. Bevor wir uns mit der Anzahl der SYT's
beschéftigen, klaren wir den Typ eines SYTs. Fiir die Ordnung n=4 konnen wir leicht

visualisieren, wie die Standard-Young-Tableaus aussehen kénnen:

Typ eines Standard-Young-Tableaus

41 [ LT

)
)

(1,1,1,1) 2,1,1) 2,2) @3.,1) 4

Abbildung 2.12: Mogliche Typen der Standard-Young-Tableaus der Ordnung 4.

Typ eines Standard-Young-Tableaus

Als Typ eines Standard-Young-Tableaus bezeichnen wir die optische Gestalt eines SYTs,
welche aus der Anzahl der Elemente jeder Zeile definiert wird. Hat ein Tableau [ Zeilen

mit jeweils kq, ..., k; Elementen, so ist der Typ dieses Tableaus mit A zu bezeichnen und

A=(k1, ... k).

Jeder Typ eines SYT's kann mit paarweise verschiedenen natiirlichen Zahlen so belegt wer-
den, dass die Eigenschaften der Definition des SYT’s nicht verletzt werden. Die Anzahl der
Moglichkeiten fiir einen Typ A sei mit f, bezeichnet. Abbildung 2.13 zeigt die méglichen
SYTs des Typs (2,2,1) und fo; = 5. Uber die allgemeine Anzahl der Méglichkeiten der

13Diese Eigenschaft kénnten wir auch mit linksbiindig bezeichnen.
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2.3.5 Langste aufsteigende Teilfolge L,

SYT < Typ
1121417 112 12 113 113 114 2
A 351811 314 315 214 215 215 2
619 5 | 14 | 15| 14 ] 13 ] 1
10
N— 7
(4.4.2,1) [
f2,2,1:5

Abbildung 2.13: Links: Standard-Young-Tableau des Typs A = (4,4,2,1) ist lexikogra-
phisch geordnet. Rechts: Alle moglichen SYTs des Typs (2,2, 1).

Vervollstéandigung eines SYT's von Typ A hilft uns der Satz von FRAME, ROBINSON und
TRALL [20]:

Satz von Frame-Robinson-Thrall

Die Anzahl an Standard-Young-Tableaus der Ordnung n und des Typ A ist:

n!

I1 4
7j=1

fr= (2.43)

Wobei h; die Hookzahl des j-ten Elements der SYTs bezeichnet. Die Hookzahl, oder
auch Hooklénge, ist die Anzahl der Elemente, die rechts und unter dem Element j liegen,

addiert mit 1.

Hook-Zahlen Hook-Zahlen
4,4,2,1)
4
R ( 7151312
8 641211
301
3 i

8=4+3+1

Abbildung 2.14: Links: Berechnung der Hookzahl eines Elementes des SYT aus der Anzahl
der Elemente, die rechts und darunter liegen plus 1 (dem Element selbst).
Rechts: Beispiel der Hookzahlen fiir den Typ A = (4,4,2,1).

11!
Beispielsweise ist = = 1760
eispielsweise is faa21 75396391311
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

Fassen wir nun die Ergebnisse aus dem Satz von Schensted (2.42), dem Satz von Frame

et al. (2.43) und der Berechnungsvorschrift (2.41) in einer Formel zusammen:

=S S (Y (2.44)

T =1 AeVi(k,)

V(k, 1) bezeichnet dabei die Menge der Typen von Standard-Young-Tableaus der Ordnung
n, die k Spalten und [ Zeilen besitzen.

Wir sind nun in der Lage, die exakte Verteilung der Langen L, anzugeben. Hat unsere
Stichprobe der Grofie n eine langste aufsteigende Teilfolge der Lange [y, so berechnet sich

der zweiseitige P-Wert p aus:

lo n
p:min{l L2 ok Q-Zp;;} (2.45)
k=1 k=lo

Konnen wir noch fiir kleine n die exakte Verteilung berechnen, empfiehlt es sich, fiir

grofere Umféinge, auf die asymptotische Verteilung der L,, zuriickzugreifen.

Asymptotische Verteilung von L,

BAIK ET AL. [37] haben Folgendes bewiesen:

Sei S,, die Gruppe aller gleichverteilten Permutationen von n Zahlen und sei L, (7) die
Lange der ldngsten ansteigenden Teilfolge von w€S,,. x sei eine Zufallsvariable mit Ver-
teilungsfunktion Fry (Tracy-Widom-Verteilung). Dann konvergiert y,, schwach gegen x

fiir n — oo.

_Lu=2vn b (2.46)

Xn nl/6 n—oo

Fiir weitere Informationen zur Tracy-Widom-Verteilung Fry, sei auf BAIK ET AL. [37]
verwiesen. Zur Berechnung des p-Wertes nutzen wir die Quantile dieser Verteilung. Die
entsprechenden Quantile einiger Testgrofien finden sich in einer Tabelle im Anhang der

Masterarbeit von A. BEJAN [12].

Matlab [Langste aufsteigenden Teilfolge]

Mit Eingabe der Stichprobenvektoren x, y erfolgt die Berechnung der Lénge der ldngsten
aufsteigenden Teilfolge. Fiir Stichprobengréfien <100 berechnet sich das Signifikanz-
Niveau nach der exakten Verteilung, welche vorab berechnet wurde. Ich nutzte dafiir
den ZS1-Algorithmus von ZOGHBI und STOJMENOVIC [36] und zur Vorallozierung des
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2.3.5 Langste aufsteigende Teilfolge L,

Speichers die Partitionsfunktion von Numerica.com [19]. Die dadurch erstellten Parti-
tionen sind Typen des Standard-Young-Tableaus. Durch Berechnung der zugehorigen
Hookzahlen ldsst sich mittels (2.44) die Verteilung der Langsten aufsteigenden Teilfolge
exakt angeben. Die aufwendige Berechnung der Partitionen erlaubt eine exakte An-
gabe fiir Stichprobengrofien von 1 bis 100. Fiir groflere Stichprobenumfinge wird die
asymptotischen Tracy-Widom-Verteilung genutzt.

function [p seq]=LisTestInd (x,y,plot)

%Syntax: [p seq]/=LisTestInd(z,y, plot)

% Calculates p—wvalue by testing independence with the longest increasing
% subsequence, published by Jesus E. Garcia and Verdnica A. Gonzdlez—Ldpez
%

% Inputs: 1z — nxzl vector of data

% y — nxl wvector of data

% plot — if plot=1 you will get the distibution of D

% Output :

% p — significance level

% seq — longest increasing subsequence

%

% Marcus Vollmer

% 20.07.2010 — 22.07.2010

n=size (x,1) ;

[o TIEDADJ|=tiedrank (sortrows ([x y]));

if TIEDADJ(1) =0 %jitter = points if ranks are tied
x=x-+normrnd (0, (max(x)—min(x))/n/1000,n,1) ;
o=tiedrank (sortrows ([x y]));

end

%Calculation of the longest increasing subsequence (LIS)
[1,s]=LIS(o(:,2),0);

sortx=sort (x); sorty=sort(y);

seq=[sortx (s (:,1)) sorty(ceil(s(:,2)))];

%Calculation of two—sided significance level
if n>100 %using asymptotic distribution of L
T=(1—-2*sqrt(n))/nthroot(n,6) ;
load ('Matlab_SaveFiles/cdfTW2.mat’) ;
if T<-3.9
p=cdfTW2 (1) ;
elseif T>2.5
p=cdfTW2(size (cdfTW2,2));
else
p=2+min (cdfTW2(ceil ((T+3.9)/0.01)),1—cdfTW2(floor ((T+3.9)/0.01)));
end
else %using exact distribution of L
load (’Matlab_SaveFiles/lisdf.mat’);
a=2xsum( lisdf (n,1:1));
b=24sum(lisdf(n,l:n));
p=min([1 a b]);
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

end

%Plot

if plot==1
figure

end
end

scatter (x,y,  filled )
set (gef, ’PaperSize’ ,[22 11], position’,[100 100 800 400],’color’,[1 1
1]);

set (geca, 'xlim’ ,[1.15*min(x) —0.15*max(x) 1.15+%max(x)—0.15+«min(x)], ylim’

,[1.15%xmin(y) —0.15%max(y) 1.15%max(y) —0.15+«min(y)], box’,’on’)
title (’\fontsize {14} dataset’, FontWeight’, bold ) ;
xlabel ( '\ fontsize {14}x7);
ylabel ( '\ fontsize {14}y ’);
hold on
line (seq(:,1) ,seq(:,2),’LineStyle’,’—’, Color’,’ ’black’,’LineWidth’ ,2)

scatter (seq(:,1) ,seq(:,2),’ filled’,’red’)

text (1.15*min(x) —0.15%xmax(x), 1.15*max(y)—0.15+*min(y) ,[ \bf\fontsize
{10} .p=." ,sprintf('%.3f’ ,p),’ -\bf\fontsize {10} ._length.=." ,sprintf(’
%i’,1)], HorizontalAlignment ', ’left ’,’ VerticalAlignment’, top’,’
BackgroundColor’ ,[.85 .85 .85], Margin’,3);

hold off

function [kmax seq|=LIS(z,output)
%Syntax: [kmaz seq[=LIS(z, output)
% Calculates the longest increasing subsequence (LIS) of an sequence z

%

% Input: z — nxl vector of data

% output — if true LIS will be displayed

% Output: kmaz — length of the LIS

% seq — kmazz2 wvector (coordinates) of the LIS
%

% Marcus Vollmer
% 20.07.2010

n=size (z,1);
k=ones (n,1) ;

for

end
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i=2:n
for j=1:i—-1
if z(j)<z(i)
if k(j)>=k(i)
k(i)=k(j)+1;
end
end

end
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kmax=max (k) ;

seq=zeros (kmax,2) ;
m=n ;
temp=inf ;
for i=0:kmax—1
for j=1m
if k(j)=kmax—i && z(j)<temp

2.3.5 Langste aufsteigende Teilfolge L,

temp=z(j) ;
seq (kmax—i ,1:2) =[] temp];
m=j —1;
break;
end
end
end
if output==
writeData (z,n,kmax, seq) ;
end
end
%O0utput
function writeData (z,n,kmax,seq)
tr=repmat (’—’,1,60) ;
disp ( ’Input._data: ”)
disp (tr)
fprintf(’Length:_%i\nElements: .’ ,n)
fprintf (> %i.’ ,z)
fprintf(’\n\nLongest_Increasing._Subsequence:\n’)
disp (tr)
fprintf(’Length: _%i\nElements: .’ kmax)
fprintf(’ . %i." ,seq(:,2))
end
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

2.3.6 Geometrie zufilliger Permutationen

Der letzte Test, den wir nun betrachten wollen, ist bisweilen noch nicht veroffentlicht
worden. Er entstammt einer Idee von CHRISTOPH BANDT und taucht erstmalig schrift-
lich in der Bachelorarbeit von KHALED M. AL ZOUKRA [18] auf. Der Test ist parame-
terfrei und untersucht die geometrische Anordnung von Datenpunkten. Nach dem eng-
lischen ,, Geometry of Random Permutations® wiirden wir den Test auch mit ,,GRaP
Independence Test“ bezeichnen. Zur Motivation betrachten wir die Rénge benachbarter
Datenpunkte. Wir erkennen, dass diese nicht weit voneinander entfernt liegen, wenn die
Merkmale abhéngig sind. Bilden wir Umgebungen um die rangtransformierten Punkte,
so erwarten wir bei Abhingigkeit viele, bei Unabhiingigkeit weniger Uberschneidungen,
siche Abbildung 2.15. Haben wir eine Beobachtung (X,Y") stetiger Variablen X und Y

zufillige Anordnung monotoner Zusammenhang
6 . 6
5 5
4 4
3 A 3
21 e 2
1 A 1
1 23456 123456

Abbildung 2.15: Links: Bei zufilliger Anordnung iiberschneiden sich nur wenige Flédchen,
Rechts: Aufgrund der Dichte an Punkten bei monotonen Zusam-
menhéngen gibt es mehr Uberschneidungen.

der reellen Zahlen, so entspricht deren Rangtransformierte einer Permutation 7, der Per-
mutationsgruppe S,,. Unsere Beobachtung sei dquivalent zur Permutation g mit 74 (i)=j;,

i=1,...n und j;€{l,...,n} mit jp#j fiir k#£l. Wir nutzen die Matrixschreibweise einer

Permutation:
P11 P12 --- Din
n 1, falls 7(2)=y,
p— | P2 Pl miv gy = (0)=J (2.47)
0, sonst.
Pn1 Pn2 .-+ Pnn

P wird als Permutationsmatrix bezeichnet. Legen wir um die rangtransformierten Punk-
te Quadrate mit Radius k, k€ N, so lasst sich das Bild der Punkte, die von Quadra-

ten iiberdeckt werden, ebenfalls als eine Matrix darstellen. U(k) bezeichnen wir als
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2.3.6 Geometrie zufalliger Permutationen

Punktiiberdeckungsmatrix mit Radius £ (halbe Seitenlinge der Quadrate). Sie sei wie

folgt definiert:

ti g ... Uin 1, falls 3y, le{—k,... k}
U21 U2 ... Uop . . . .
Uk)=| ' ' mit  wu;; = mit 7w (i+ly)=n—j+ls, (2.48)
. ' . 0, sonst.
Up1 Up2 ... Upn

Eintrdgen mit dem Wert 1 entsprechen Punkte, die von mindestens einem Quadrat
iitberdeckt werden. Eintragen mit Wert 0 entsprechen Punkte, die von keinem Qua-

drat {iberdeckt werden. Wie in Abbildung 2.16 zu erkennen, werden fast alle Punkte

6 o p oo 111110

5 ’ . 111110

4 . p—e ~ 111111

3 3 o b = 111111

2 o p e 110111

I S SRR 110011
123456

Abbildung 2.16: Links: schwarze Punkte werden von Quadraten iiberdeckt, rote Punkte
sind iiberdeckungsfrei . Rechts: Uberdeckungsmatrix - schwarze Punkte
werden mit 1 kodiert, rote mit 0.

iiberdeckt. Wir erhalten eine Matrix, die viele Einsen enthélt, besonders bei kleinen
Stichproben. Nach diesem Prinzip werden einige freie Flichen, wie z.B. zwischen den
Punkten (1,3) und (2,4) oder zwischen (4,4) und (5,5), nicht erfasst. Wir definieren

daher die Flacheniiberdeckungsmatrix F', mit n’=n — 1:

;11 ?2 j:ln’ 1, falls 31, be{l—k, ... k)
F(k) = :21 :22 2" mit  f;; = mit 7 (i-+ly )=n—j+ls, (2.49)
For Fa o 0, sonst.

Abbildung 2.17 zeigt uns die Flacheniiberdeckungsmatrix fiir das obige Beispiel. Wir er-
kennen, dass die Dimension der Matrix nun (n—1)x(n—1) ist. Dies entspricht nur den in-
neren Fliachen, bzw. Quadraten, die zwischen den Punkten (1, 1) und (6, 6) liegen. Flidchen
auerhalb dieses Bereiches werden wir nicht betrachten, denn Randpunkte oder Eckpunk-

te haben weniger Nachbarn als Punkte des Inneren und werden deshalb weniger {iberdeckt
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6 o o|lo o0 1 1110
Z o Kol o N 11100
o|le ojeo o — 01111
3 oo o0 o 1 0011
12 oo o ofe0 1 0001
1 23456

Abbildung 2.17: Links: schwarze Punkte werden von Quadraten iiberdeckt,
rote  Punkte stellen {iberdeckungsfreie Fliachen dar. Rechts:
Flécheniiberdeckungsmatrix - schwarze Punkte werden mit 1 kodiert,
rote mit 0.

als andere. Darauf werden wir spéater noch einmal eingehen.

Mit den Matrizen U und F' erdffnen sich uns vier Moglichkeiten, die Abhéngigkeit einer
zufilligen Permutation zu messen. Zum Ersten durch die Wahl der Matrix und zum Zwei-
ten entweder durch die Anzahl an Einsen oder durch die Anzahl an Nullen, die unsere
Matrix enthlt. Denn je weniger Einsen, umso mehr Uberdeckungen haben wir. Je mehr
Null-Eintréige, umso mehr Uberschneidungen muss es geben.

O.B.d.A. wihlen wir die Moglichkeit iiber die Anzahl der bedeckten Punkte, also iber die
Anzahl der Einsen. Die Matrizen U und F’ werden wir simultan betrachten. Die Anzahl an
Einsen der Uberdeckungsmatrizen werden wir im Folgenden mit S, und S + bezeichnen.
Sie sind definiert durch:

t)ele ()ely
I, = [14+k,n—k] x [14+k,n—k] I; = [k,n'—k+1] x [k,n'—k+1]

I, und Iy bezeichnen dabei den inneren Bereich der Punktiiberdeckungs- bzw. Fléchen-
iiberdeckungsmatrix. In diesem Intervall hat jeder Punkt die gleiche Wahrscheinlichkeit
iiberdeckt zu werden. Fiir jedes (i, j) gibt es gleich viele Paare (11, l5), die eine Uberdeckung
auslosen konnen. Abbildung 2.18 zeigt diese Anzahl. Punkte oder Flachen auflerhalb dieses

Intervalls werden dem dufleren Bereich zugeordnet.

Die Verteilung von S, und Sy

Betrachten wir zufillige Permutationen der n-elementigen Menge {1,2,...,n}, so werden

wir leicht erkennen, dass die Anzahlen S, und Sy einer Verteilung &dhnlich der Binomial-
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466 6 6 4 ——a—as
619 9 9 916 ¢ o o o 0 O
6o 9 9 96 dtetetetedy
=1 619 9 9 96 dtetetetety
619 9 9 96 dtetetetety
466 6 6 4 ddedgded
9 12 1212 12 9 © o 00 00
12 16 20 20 16 12 o0 ol242,12,9
12 2025 25|20 12 o 2410416164124
k=2 12 2025 25]20 12 o 2416,1616412
12 16 20 20 16 12 o' 240,16 1602
912 12 12 12 9 o2 dl2412412,9,
— -
k k-1

Abbildung 2.18: Beispiel des inneren Bereiches fiir n=6. In Zahlen jeweils die An-
zahl an Punkten, welche eine Uberdeckung auslésen konnen. Links:
Punktiiberdeckung, Rechts: Flacheniiberdeckung. Die Punkte bzw.
Fléchen im rot eingerahmten inneren Bereich haben gleiche Anzahlen.

verteilung folgen. Im asymptotischen Fall erkennen wir das klare Bild einer Normalvertei-
lung, vgl. dazu Abbildung 2.19. Doch es scheint nicht leicht zu sein, die exakte Verteilung
anzugeben. Fiir kleinere n von 1 bis 9 kénnen wir alle moglichen Permutationen gene-
rieren und die Summen S, und S; berechnen, um damit die exakte Verteilung angeben
zu konnen. Fiir n=9 entspricht dies der Generierung von 9!=362880 Permutationen. Die
Berechnung der exakten Verteilung scheint fiir groflere Umféange aufgrund der mehr als
exponentiell ansteigenden Laufzeit nicht moglich. Im Folgenden begniigen wir uns zuerst

mit der Berechnung der Mittelwerte, den Minima und den Maxima beider Anzahlen.

Die Mittelwerte

Erkldaren wir uns zunéchst, wie groff die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein Element des
inneren Bereiches mindestens einmal {iberdeckt wird. Dies ist nicht schwer zu ermitteln.
Wir formulieren fiir die Uberdeckung von Punkten: Sei (i,j) ein beliebiger Punkt des
inneren Bereiches. Gesucht sei P(u;;=1). Uber die Gegenwahrscheinlichkeit stellen wir
auf: P(u;;=1) = 1—P(u;;=0). D.h. wir iiberlegen uns, wie gro8 die Wahrscheinlichkeit ist,
dass (7, j) nicht iiberdeckt wird. Das heifit wiederum, dass kein Punkt in der Umgebung
von (i,7) (mit Radius k) Teil der zufélligen Permutation ist. Also in jeder Spalte s mit
s=i—k,...,i+k ist 7(s)g{j—k,...,j+k}. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist:
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n=9, k=1 n=9, k=1
0.15}
0.3 1
= =
g g
(@] o 0.2 4
= =
> >
C H
I I o1 i
o |
20 22 24 26 28 30 32
= 1 = 1
) )
X X
2 0.8f D08 |
Y= Y=
_3 _3
S 0s S 06 ]
e i)
5 0.4 5 0.4 1
g 02 g 02 ]
> >
x 0 L L L x O L L L L
750 800 850 900 950 1000 560 580 600 620 640 660 680 700
S'u Sf

Abbildung 2.19: Oben: Exakte Dichteverteilung von S, und S fiir n=9 und k=1. Unten:
Verteilungsfunktion aus der Simulation fiir n=50 und k=2

n—2k—1 n—2k—2 n—2k— 2k +1)
n n—1 n — 2k

P(u;;=0) =

(n — 2k — 1)2+L
= ) (2.51)

Also einem Quotienten von fallenden Faktoriellen. Analog ergibt sich die Wahrscheinlich-

keit, dass eine beliebige Fldche des inneren Bereiches nicht iiberdeckt wird:

o n—=2k n—-2k-1 n—2k—(2k —1)
Ply=0) = n n—-1 7 n—(2k-1)
(n — 2k)2
-2 (2.52)

Die Mittelwerte ergeben sich dann aus dem Produkt iiber der Anzahl der Elemente des

inneren Bereiches mit der Wahrscheinlichkeit, dass ein Punkt (bzw. Feld) mindestens
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2.3.6 Geometrie zufalliger Permutationen

einmal {iberdeckt wird:

M(S.) = (n=2k)* - (1-P(uy;=0)) = (n—2k)* - (1 - <”—2’f—1>+)

n2k+1

2 (n—2k)=2

= (n=2k) 2k (2.53)
MS/) = a2k 17+ (1P (fy=0) = (-2i177 - (1= P50
P VIR Cclinty i -

n?kfl

Die Minima

Als néchstes wollen wir das Minimum herleiten. Dazu iiberlegen wir uns, wie die Punkte
angeordnet sein miissen, damit moglichst wenig Fléche im inneren Bereich des Koordina-
tensystems entsteht. Moglichst wenig Fléche heifit, dass sich moglichst viele Umgebungen
mit Radius k {iberschneiden. Spontan wiirden wir annehmen, dass eine lineare Anordnung
von Punkten der beste Weg sei, um die minimale Anzahl von S, und Sy zu bestimmen. Wir
priifen unsere Vermutung fiir n < 9. Wir erzeugen alle méglichen Permutationen und be-
trachten die Permutationen, die das Minimum von S, und Sy bilden. Wir stellen fest, dass
unsere ,spontane“ Vermutung falsch war. Es zeigt sich, dass das Minimum von anderen
Permutationen erzeugt wird. Sie sind der Art 7(1,...,n)=(%,5+1,...,n,1,2,..., 5 = 1)
fiir gerade n und 7(1,...,n)=([5],[5]+1L,...,n,1,2,...,|5]) fiir ungerade n, oder to-
pologisch dquivalente Permutationen. Abbildung 2.20 zeigt sehr deutlich, dass wir durch
Berechnung der L-férmigen Flédchen schnell eine allgemeine Berechnungsvorschrift fiir das

gesuchte Minimum angeben kénnen. So gilt fiir n>8k:
. n n
min(S,) = (H ~2k) (4k-+1) + (bJ —2k) (k1) = (n—4k)(4k+1) (2.55)
In dhnlicher Vorgehensweise erhalten wir das Minimum von Sy fiir n>8k—2:
. n n
min(S;) = (M —2ke+1) (4h-1) + (bJ —2k-+1) (4h-1) = (n—4k+2)(4h-1) (2.50)

Erst durch die Bedingungen n>8k fiir .S, und n>8k—2 fiir Sy stellen wir sicher, dass
die beiden eingekreisten Bereiche der Abbildung 2.20 iibereinstimmen. Zum Vergleich:

Wiirden wir eine lineare Anordnung der Punkte vornehmen, so wiirden n+4k(n—1-—3k)
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eojo o o Xlo|o|o

o|o|ofe|X o ol o

o(o(o|¥X o o o]0

X|o o o o

——
k n/2-k I

Abbildung 2.20: Koordinaten der Permutation 7 mit minimaler Anzahl S, als Kreuze
gekennzeichnet. Der innere Bereich ist rot umrandet. Schwarze Punkte
stellen die {iberdeckten Koordinaten dar. Durch Auszédhlung der markier-
ten Fléchen ergibt sich das Minimum.

Punkte und 4k(n+2—3k)—n—1 Flichen iiberdeckt werden. Das entspricht 4k* mehr
Punkten und 4k(k—1)41 mehr Flichen als beim Minimum.

Die Maxima

Haben wir keine Uberschneidungen und liegen méglichst wenig Flichen im #uBeren Be-
reich, so erhalten wir die Maxima. Da alle Rangzahlen von 1 bis n vorkommen miissen und
es daher unumggnglich ist, dass Flachen im &ufleren Bereich liegen, sollten wir mit dem
Punkt (1, 1) beginnen. So werden gleich 2 ungiinstige Rangzahlen belegt. Es kann nun ein
Punkt mehr im inneren Bereich liegen. Genauso ist es sinnvoll mit (n, n) zu enden. Von die-
sen Punkten aus konstruieren wir schrittweise eine Anordnung, die zum Maximum fiihrt.

Fiir max(S,) bedeutet dies, dass der néichste Punkt 2k + 1 Rénge entfernt liegen sollte,
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2.3.6 Geometrie zufalliger Permutationen

damit keine Mehrfachiiberdeckungen auftreten. Denn Mehrfachiiberdeckungen bewirken
eine Minderung der Summen S, und Sy. Der néchste Punkt sollte demnach (2,2k + 2)
sein - bei Fldcheniiberdeckung (2,2k + 1). Die Anordnung wird so vervollstandigt, dass
sich eine Anordnung wie in Abbildung 2.21 ergibt. Es entstehen 2k + 1 aufsteigende Teil-

[
\ I
—
% L% : X X4 I
A
X I
| X, % e Il 2k+1
X X X | ’
X ! —~—
| ol : Zk'l\l
| ] .
I I /
I I X
x |.-| x | X
X | X | >
I X I X |l
X X f il X
X I x I
[ X [ X
X X } I X
% 'x I n+j
[ X [
- - e X sl ©N
X X | |
| | i=0,....2k
| |
—r — T
|_(2k+1-j)/2—| lange Folgen j kurze Folgen |_(2k+1—j)/2J lange Folgen

Abbildung 2.21: Schematische Darstellung der Anordnung von Punkten, deren
Uberdeckungen im inneren Bereich (rot) zum Maximum fiihrt.
Uberdeckungen des #uBeren Bereiches sind nicht relevant. Mehr-
fachiiberdeckungen im inneren Bereich sollten nur ein mal gezéhlt
werden - kommen aber aufgrund der besonderen Anordnung nur zu
standen, wenn alle moglichen Punkte des inneren Bereiches iiberdeckt
werden.

folgen, deren Léngen zusammen n ergeben. Wenn n durch 2k+1 teilbar ist, so enthélt
jede Folge gleich viele Punkte. Falls nicht und ist n+j teilbar durch 2k-+1, so enthalten
j Folgen jeweils einen Punkt weniger als die anderen 2k+1—j Folgen. Wir unterscheiden
daher in kurze Folgen und lange Folgen (siehe Abb. 2.21). Sie sind so anzuordnen, dass zu-
erst [QH%W lange Folgen aufsteigend anzuordnen sind. Dann folgen die 5 kurzen Folgen
in absteigender Weise. Der dritte Teil besteht dann aus LM%J langen Folgen, welche

wieder aufsteigend anzuordnen sind. Durch Wahl dieser Anordnung liegen am wenigsten

61



2 Von der Historie bis zur Gegenwart

Flachen im dufleren Bereich und es kann nur zu Mehrfachiiberschneidungen zwischen den

Folgen kommen - nicht innerhalb einer Folge. Doch wenn sich zwei Folgen {iberschneiden

sollten, so folgt, dass alle Punkte des inneren Bereiches iiberdeckt sind. Dazu machen wir
uns klar: Wenn sich 2 Folgen iiberschneiden, so gibt es keine Liicke, d.h. es existiert kein
Punkt zwischen den Folgen, der nicht iiberdeckt ist. Wir stellen uns die Frage, in welchen
Féllen sich zwei benachbarte Folgen schneiden. Dieser Fall tritt nur dann auf, wenn die

Folgen aus zu wenig Elementen bestehen, genau genommen falls die Lénge der langen

n+j
2k+1

ders kiirzere Folgen liegen in z-Richtung einen Punkt dichter beieinander, als die langen

Folgen ;= kleiner ist als 2k+2. Die Folgen liegen dann dichter beieinander. Beson-
Folgen. Durch die absteigende Anordnung der kiirzeren Folgen tritt eine Uberschneidung
erst auf, wenn die Lénge der kurzen Folgen L; = ;k—ﬁ—l kleiner ist als 2k+1. Das ist
die selbe Ungleichung wie fiir lange Folgen. Fiir L; < 2k+2 sind dann auch alle Punk-
te des inneren Bereiches links der ersten Folge und rechts der zweiten Folge {iberdeckt.
Falls es demnach Uberschneidungen geben sollte, so iiberschneiden sich alle Folgen und
der komplette innere Bereich wird iiberdeckt. Durch die beschriebene Anordnung sind
also entweder alle Punkte des inneren Bereiches iiberdeckt oder aber es gibt keine Mehr-
fachiiberschneidungen. Aufgrund der Minimalitdt der Flidchen im dufleren Bereich folgt
dann das gesuchte Maximum an Punktiiberdeckungen.

Wir fassen alle Uberlegungen zusammen und notieren den allgemeinen Fall. Sei

n+j
2k+1

eN und j=0,...,2k—1,
so iiberdecken die Flachen [,II der Abbildung 2.21 folgende Anzahl an Punkten:

[ = (2k+1)*—1 = 4k*+-4k

1= (2k+1)-((2k—1)+ ... +2+1) = (2k+1)(2kz)(?) = k(4k*—1)

Fiir den Fall, dass 2’;:‘1 < 2k+2, ist der komplette innere Bereich iiberdeckt und es folgt :

max(S,) = (n—2k)?

Andernfalls gibt es keine Mehrfachiiberdeckungen und wir iiberlegen, dass jeder der n
Punkte maximal (2k+1)? Punkte iiberdecken kann. Dazu zihlen aber auch Flichen des
aufleren Bereiches. Diese werden von den k hochsten und k niedrigsten Réngen erzeugt.
Die blau markierten Flachen der Abbildung 2.21 mit Markierung I sind daher 2 mal und

die Fldachen mit Markierung II sind 4 mal abzuziehen.
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= n-(2k+1)% — 2.1 — 411
= n(2k+1)2 — 2(4k2+4k) — 4k (4k2—1)
= n(2k+1)? — 4k (1+2k+4k?)

max(S,)

Einen besonderen Fall haben wir fiir j=2k. Wir miissen dann eine lange Folge und 2k

kurze Folgen anordnen. Beginnen wir mit (1, 1), so wiirde die erste Folge (lange Folge) bei

(m
2k+17

aber wichtig, damit moglichst wenig {iberdeckte Punkte im dufleren Bereich liegen. Daher

n) enden. Das wiirde bedeuten, dass der Punkt (n,n) nicht moglich wére. Dieser ist

sollte die erste Folge eine kurze Folge sein und die letzte Folge sollte um den Punkt (n,n)

erweitert werden. Fiir n=31 und k=2 ergibt sich folgendes Bild. Wie wir erkennen kénnen,

Su = 606
301 °
00000 00000 00000 o0
00000 00000 00000 00000 o0
0000000000 00000 00000 o000
0000000000 00000 00000 00O
251 0000000000 00000 00000 [ 3
0000000000 00000 00000 o000
00000 00000 00000 00000 o000
0000000000 00000 00000 o000
0000000000 00000 00000 000
201 0000000000 00000 00000 000
0000000000 00000 00000 o000
0000 00000 00000 00000 o000
000000000 00000 00000 o000
000000000 00000 00000 0000
15 000000000 0000060 00000 0000
000000000 00000 00000 0000
000 00000 00000 00000 000000
00000000 00000 00000 0000
00000000 00000 00000 00000
10+ 00000000 00000 00000 o000 00O
00000000 00000 00000 00000
00 00000 00000 00000 00000
0000000 00000 00000 00000
00000000 00000 00000 00000
5F 0000000 00000 o000 00000
0000000 00000 00000 00000
o 00000 00000 00000 ..:..
[
0 4
n [3 1n 1R 20 2R 2n

Abbildung 2.22: Anordnung fiir den Fall j=2k. Hier das Beispiel fiir n=31 und k=2. Die
letzte kurze Folge wird um den Punkt (n,n) erweitert. Dabei gelangen
(2k+1)-(2k) Punkte der letzten Folge in den inneren Bereich. Dem ge-
geniiber steht nur ein Verlust von (2k+1) Punkten, die urspriinglich den
Abschluss der ersten Folgen bildeten.

liegen die ersten beiden Folgen nun dichter beieinander als die restlichen Folgen. Daher
sind fiir geringere n Mehrfachiiberschneidungen noch vor der kompletten Abdeckung des
inneren Bereiches moglich. Dann fiihrt wiederum erst genanntes Anordnungsprinzip zum

Maximum. Mehrfachiiberdeckungen ohne Komplettiiberdeckung des inneren Bereiches

gibt es nur im Falle gljflf = 2k+2. Komplettiiberdeckungen fiir gl‘ﬁ’f < 2k+2. So kénnen
wir fiir glﬁlf > 2k+2 und j=2k notieren:

max(S,) =n(2k+1)% — 2(2k+1)* + 1 — 4k(4k*—1)
= (n—2)(2k+1)* + 1 — 4k(4k>-1)
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Zusammen ergibt dies also

(n—2)(2k+1)? + 1 — 4k(4k>~1) fiir 2L > 2k+2 und j=2k

2k+1
max(Sy) = ¢ (n—2k)? fiir gL < 2k42 (2.57)
n(2k+1)? — 4k(14+2k+4k?) , sonst
mit 227 €N und j=0,... 2k

In analoger Weise erhalten wir das Maximum fiir die Flacheniiberdeckung, mit % eN

2
und j=0,...,2k—1:

1 — 4k(4k*—nk—4k+2) | fiir 22 > 2k+1 und j=2k—1

max(Sy) = { (n—2k+1)> fir < 2k+1 (2.58)

2 — 4k(4k*—nk—4k+2)  sonst

Asymptotische Verteilungen

Wie schon bemerkt, féllt es uns schwer, die exakte Verteilung von .S, und Sy anzugeben.
Doch wie wir bereits aus Abbildung 2.19 schliefen konnten, lassen sich unsere Verteilun-
gen sehr gut mittels Normalverteilungen anpassen. Abbildung 2.23 zeigt uns, wie gut die

Anpassung von S, durch eine Normalverteilung wirklich ist. Die Verteilung von S, in rot

Anpassung der Normalverteilung an die Verteilung von S u fur n=50 und k=2

1 T T
0.8 -
—~, 0.6 —
2
L 04} -
02kF m—\/erteilung aus Simulation ||
= Normalverteilung
0 | | | I
750 800 850 900 950 1000 1050

Abbildung 2.23: Anpassung einer Normalverteilung an die Verteilung von S,. Hier das
Beispiel fiir n=50 und k=2.

ist dabei aus einer Simulation von 500000 zufilligen Permutationen fiir n=50 und k=2

entstanden. Die Normalverteilung in blau zeigt nur geringe Unterschiede an den Enden
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der Verteilung. Fiir die verschiedenen Stichprobenumfinge n und Radien k£ benttigen wir
lediglich die Mittelwerte und die Streuungen der anzupassenden Verteilungen von .S,, und
Sy. Die Mittelwerte bestimmen wir mittels der Formeln (2.53) und (2.54). Lediglich die
Standardabweichungen miissen aus Simulationen heraus geschétzt werden. Schauen wir
uns die Streuungen fiir verschiedene Stichprobenumfinge an. Folgende Abbildung zeigt
uns die Streuungen fiir n = 10,...,100, welche aus jeweils 100000 zufilligen Permuta-

tionen hervorgegangen sind. Wir stellen fest, dass sich die Streuungen leicht durch ein

Polynomiale Anpassung der Streuung von S " fur k=1

7 T T T T - -
a "'- whostgess i - i
6 I hd —
o
550 7
5
g
n a+ |
3 —
| | | | | | | | | |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

n

Abbildung 2.24: Anpassung der Streuung durch ein Polynom 7. Grades.

Polynom anpassen lassen. Folgende Polynome liefern fiir die Approximation der Streuung

von 5, und Sy sehr gute Ergebnisse:

Polynome zur Streuung von S, fiir n=10,...,100

k=1 | 6(S,) = 4,9387-10712n" — 2,0955-109n° + 3,6894-10~"n5 — 3,4905-105n*
+1,9214-1073n3 — 0,0623-n% + 1,1412n — 3, 4252

k=2 | 6(S,) = —1,0348-10~5n* + 3,2089-10~*n> — 0,0382-n2 + 2, 1882n — 19, 1250

k=3 | 6(S,) = 2,3676-1079n°% — 9,1404-10""n® 4 1,4212-10*n* — 1,1252-10~2n3
+0,4601-n> — 7,4254n + 39, 5242

k=4 | 5(S,) = —9,8622:1078n° + 3,6282-10~°n* — 5,2140-103n3 + 0, 3528-n2
—8,9135n + 73,5257

Die Abweichung der polynomiell berechneten Streuungen zu den Streuungen der Simula-
tion liegen in der Groéflenordnung von bis zu 1%. Die geringe Abweichung hat daher nur

einen verschwindend geringen Einfluss auf den p-Wert.
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Polynome zur Streuung von S; fiir n=10,...,100

k=1 | 6(Sf) = 3,5814-107195 — 1,1393-10""n? + 1,3988-105n?
—8,3014-10~4n? 4+ 0,0242n + 1,1128

k=2 | 6(Sf) = —3,6961-107 1905 + 1,4366-10~"n> — 2,2808-10~5n* + 1,9071-103n?
—0,0903-n2 + 2,4162n — 14,3014

k=3 | 6(Ss) = 1,8840-107%n° — 6,8549-10~"n® + 9,8732-10~°n* — 7,0410-10~3n3
+0,2448-n? — 2,5568n + 5, 1841

k=4 | 6(Sf) = —1,2839-10""n> + 4,2966-10°n* — 5,5133-1073n3
+0, 3250-n% — 6, 8246n + 45, 7477

Die genauen Koeffizienten der Polynome, sowie die Residuen, also der Abweichung zu
den Streuungen der Simulation, kénnen den Matlab-Dateien PolynomialeAnpassung-
100Sf .mat und PolynomialeAnpassunglOOSu.mat entnommen werden. Die Dateien
befinden sich auf der mitgelieferten Daten-CD im Ordner \Matlab\Matlab_SaveFiles.
Fiir 100<n <1000 konnen folgende Polynome als Naherung fiir die Streuung von S, und

St herangezogen werden:

Polynome zur Streuung von S, fiir n=100,...,1000

k=1 | 6(S,) = 1.3194-107 1997 — 5.1770-1016n% 4+ 8,4379-10~13n® — 7,4033-10~10n*
+3,7748-10""n3 — 1,1199-10~*n2 + 1,8163-102n + 5, 7080

k=2 | (S,) = 3,4835-10718n" — 1,3956-10~14nb + 2,2835.1011n5 — 1,9663-10n*
+9,5794-107 %13 — 2,6463-1073n2 + 0, 3946n + 14,1736

k=3 | 6(Sy) = 1,0820-10717n" — 4,4411-10~14nb + 7,4992.10~'1n5 — 6,7292-108n*
+3,4616-10°n2 — 1,0280-1072n2 + 1, 6896n — 10, 8814

k=4 | 6(S,) = 2,0206-10717n" — 8,3551-10~14n’ + 1,4280-10~1%n% — 1,3067-10~ "n*
+6,9402-107°n3 — 2,1734-1072n2 + 3,9159n — 94, 7707

Polynome zur Streuung von S; fiir n=100,...,1000

k=1 | 6(Sf) = —1,5008-10713n* + 4,2469-1071%n3 — 4,1762-10~"n?
+1,6750-10"*n + 1, 3906

k=2 | 6(Sf) = 1,0266-10718n7 — 4,1324-1071°n + 6, 7846-10~12n> — 5,8519-10n*
+2,8502:1075n3 — 7,8542-107*n? + 0, 1164n + 11,6149
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Polynome zur Streuung von Sy fiir n=100,...,1000

k=3 | 6(Sf) = 5,9403-10718n7 — 2,4301-10714n° + 4,0837-10~ " n> — 3,6396-105n?
+1,8540-107°n3 — 5,4232-1073n2 + 0, 8688n + 9, 6054

k=4 | 6(Sy) =1,7196-10717n7 — 7,0253-10~ 46 + 1,1830-10710%5 — 1,0618-10~ "n*
+5,4917-105n3 — 1,6537-10"2n2 + 2, 7999n — 48, 4885

Sie sind ebenfalls unter \Matlab\Matlab_SaveFiles abrufbar. Die Koeffizienten (gespei-
chert als betaO bis betal2 fiir k=1,...,13) befinden sich in PolynomialeAnpassung-
1000Su.mat und PolynomialeAnpassungl000Sf .mat .

Der p-Wert

Zur Entscheidung, ob ein Datensatz einen Zusammenhang in sich birgt, konnen wir den
p-Wert fiir n<100 entweder durch ,, Ablesen“ des Quantils aus einer Quantilstabelle er-
mitteln, oder mit Hilfe der Normalverteilung berechnen. Um die Quantile zu bestimmen,
haben wir fiir n<9 die exakte Verteilung berechnet. Fiir 10<n<100 dienen zur Bestim-
mung der Verteilungen Simulationen von je 500000 zufilligen Permutationen. Die Quan-
tile werden dabei sehr exakt geschétzt. Fiir k=1 weicht der Durchschnitt der berechneten
Quantile fiir S, mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit maximal um 0.0625 ab. Fiir Sy sogar
nur um maximal 0.0288. Die resultierenden Tabellen mit den wichtigsten Quantilen fiir
k=1,...,4 befinden sich im Anhang (5.7). Entscheiden wir uns fiir den Weg iiber die
Normalverteilung, so berechnen wir den Mittelwert nach (2.53) oder (2.54) und schétzen
die Varianz durch die angegebenen Polynome. Der p-Wert ergibt sich aus dem einseitigen
Ablehnungsbereich fiir die Normalverteilung. Fiir n>100 sollten wir zur Berechnung des
p-Wertes grundsétzlich die Normalverteilung nutzen, da die Berechnung von Quantilen
fiir diese GroBlenordnungen zu zeitintensiv ist und weil die Normalverteilung ein nahezu
perfekte Approximation liefert.

Haben wir demnach eine Stichprobe (x,y) des Umfangs n und resultieren die empiri-
schen Summen s, (z,y) und s;(x,y) aus der Punktiiberdeckung bzw. Flacheniiberdeckung,
so berechnet sich der p-Wert aus der kumulierten Verteilungsfunktion ® der Standard-

Normalverteilung wie folgt:

Die Mittelwerte j,, und p1f berechnen sich dabei aus (2.53) und (2.54). Die Varianz wird
durch obige Polynome geschétzt.
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2 Von der Historie bis zur Gegenwart

Die richtige Wahl des Radius &

Wir moéchten uns als nédchstes der richtigen Wahl des Radius & widmen. Es lassen sich
sehr leicht Beispiele konstruieren, bei denen der Geometrietest einen Zusammenhang nicht
erkennen kann, wenn die Umgebungsgréfie k zu klein gewahlt wird. Besonders bei grofleren
Stichprobenumfingen liegen die Punkte i.d.R. weiter als 2 Rénge auseinander - auch bei
zusammenhingenden Merkmalen. Uberdeckungen kommen in solchen Fillen nur dann zu
Stande, wenn der Radius k vergréflert wird. Abbildung 2.25 zeigt ein solches Beispiel.

Bei einem Radius k=1 treten wenig Uberdeckungen auf — zu wenig um eine Abhéngigkeit

p = 0.2480 ' ' ' ' p = 0.0542

ecesne
°
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| | n
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A Jgggn?

S t 33
(XX %
“ % | | [ ) :
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0 e be k=1 or x e k=2
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Abbildung 2.25: Verschiedene Signifikanzwerte bei unterschiedlicher Wahl des Radius k.
Hier ein Beispiel fiir einen doppelten linearen Zusammenhang. Fiir k=1
kann noch kein signifikanter Unterschied zur zufélligen Anordnung von
Datenpunkten ausgemacht werden. k=2 liefert den besten p-Wert.

zu detektieren. Doch schon bei Vergrofierung des Radius auf k=2 erhalten wir signifikant
viele Uberschneidungen. Die Abhingigkeit scheint bewiesen. Eine weitere Erhohung des
Radius zeigt jedoch einen Abfall des p-Wertes. Zu erkléren ist dies mit der gleichzeitigen
Zunahme der Uberscheidungen bei zufilligen Permutationen. Uberschneidungen werden
zur Normalitét. Die Entscheidung auf Abhéngigkeit oder Unabhéngigkeit zweier stetiger
Merkmale héngt somit entscheidend von der Wahl des Radius £ ab. Doch welcher Radius
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ist fiir welchen Stichprobenumfang am Besten geeignet? Nach obigem Beispiel wiirden
wir urteilen, dass fiir groffe Stichprobenumfénge ein kleines k£ nicht geeignet ist. Selbst
abhingige Daten wiirden zu wenig Uberschneidungen aufwerfen. Auch die Verteilungen
von S, und Sy scheinen dann nicht mehr normalverteilt zu sein. Durch den Drang zu
wenigen Mehrfachiiberdeckungen scheinen die Verteilungen dem Minimum néher als dem
Maximum. Es schleicht sich eine Schiefe ein - die Verteilung ist linkssteil. Andererseits
haben wir den gleichen ungiinstigen Effekt, wiirden wir den Radius k£ zu grof3 wahlen.
Dann ist unsere Verteilung rechtssteil. Gerade fiir die approximative Berechnung des p-
Wertes durch die Normalverteilung ist dies nicht akzeptabel. k& muss also so gewihlt
werden, dass nicht zu wenig aber auch nicht zu viele Punkte (bzw. Fléchen) des inneren
Bereiches abgedeckt werden. Wir entscheiden uns dafiir, dass im Durchschnitt die Halfte

aller inneren Punkte (Flédchen) abgedeckt werden. Das heift:

M(S,) , (n—2k—1)%E
M_l_wwl (2.61)
(n—2k+1)2 nZk 72 ‘

Fiir jeden Stichprobenumfang n liasst sich somit ein optimales £ finden. Abbildung 2.26
zeigt uns jenes k, fiir welches im Durchschnitt die Hélfte aller inneren Punkte (Fléichen)

abgedeckt werden:

Wahl des Radius k fir S | Wahl des Radius k fur S

13} 13}
12} 12
11} 11
10f 10}

9t 9t

8l 8t

X X

7t 7t

6} 61

5t 5t

at 4t

3t 3t

2t 2t

1 ! ‘ ‘ ‘ 1 ! ! ‘ !

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
n n

Abbildung 2.26: Approximativ bestimmtes k fiir n=1,...,1000, als Losung von (2.60)
bzw. (2.61).

69



© 00 N O U W N

=
RN N N N N XN KR N N K NN K

NN N = = = = e e e e
N B O © 00 J O U = W N =

2 Von der Historie bis zur Gegenwart

Da wir k nur ganzzahlig wahlen konnen, erhalten wir nach Rundung zur néchstgelegen

ganzen Zahl folgende Bereiche als Empfehlung zur Wahl des Radius:

Sy Sy
n k n n k n k
1...26 1] 385...484 | 8 1...15 11 339...433
27...57 | 2| 485...596 | 9 16...39 | 2| 434...538
58...99 | 3| 597...719 | 10 40...76 | 3 || 539...656 | 10
100...153 | 4 || 720...854 | 11 77...124 | 4 || 657...785 | 11
154...218 | 5 || 855...1000 | 12 125...184 | 5 || 786...925 | 12
219...295 | 6 185...255 | 6 || 926...1000 | 13
296...384 | 7 256...338 | 7

Matlab [GRaP Independence Test]

Mit Eingabe der Stichprobenvektoren z, y erfolgt die Berechnung der Teststatistik S,
und Sy mit empfohlenem Radius k, sowie die Berechnung des Signifikanzniveaus unter
Nutzung von Quantilstabellen oder fiir gréflere Stichprobenumfénge durch Nutzung der
asymptotischen Normalverteilung. Optional kann & direkt vorgegeben werden. Ebenfalls
moglich ist eine grafische Ausgabe.

function [Su Sf pu pf]=GRaPInd(x,y,varargin)

%Syntax: [Su Sf pu pf/=GRaPInd(z,y,varargin)

% Calculates p—value by testing independence by geometry of random

% permutations, invented by C. Bandt, K. M. al Zoukra and Marcus Vollmer
%

% Inputs: 1z — nxl vector of data
y — nxl vector of data

optional Inputs:
k — radius of squares

plot — if plot=1 you will get the distibution of Su, Sf, and
pictures of area around points
Output :
Su — sum of overlapping points
Sf — sum of overlapping areas
pu — significance level wusing overlapmatrix
pf — significance level wusing matrix of area

5 Marcus Vollmer
b 28.07.2010 / 26.08.2010

switch nargin
case 2; load(’Matlab_SaveFiles/GRaPOptimalK.mat’) ;
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k=sum (ksu<=size (x,1))+1; plot=0;
case 3; k=varargin{l}; plot=0;
case 4; k=varargin{l}; plot=varargin{2};
otherwise; fprintf(’Input_.Failure!_Try_help_GRaPInd’)
end

n=size(x,1);

[o TIEDADJ]=tiedrank (sortrows ([x y]));

if TIEDADJ(1) =0 %jitter x points if ranks are tied
x=x-+normrnd (0 , (max(x)—min(x))/n/1000,n,1) ;
o=tiedrank (sortrows ([x y]));

end

if TIEDADJ(2) =0 %jitter y points if ranks are tied
y=y-+normrnd (0 , (max(y)-min(y))/n/1000,n,1) ;
o:tiedrank(sortrows([ ])),

end

%Calculation of Su (counting ones in the overlapmatriz)

% u — overlapmatriz , mu — multioverlapping
if plot==1

figure

if n<20

scatter (reshape (repmat(1+k:n—k,n—2xk,1) ,(n—2+k) "2,1) ,reshape(repmat
(1+k:n—k,n—2xk,1) ’,(n—2xk) "2,1) ,’ filled ', "MarkerFaceColor’ ,[1 0
0])
end
propertyl (n,k)
end
mu=zeros (n+2xk ,n+2xk) ;
for i=1:n
xl=i—k; x2=i+k;
yl=o(i,2)-k; y2=o0(i,2)+k;
mu (x1+k: x2+k , y14k : y24+k )=mu(x1+k: x2+k , y1+k: y2+k ) +1
if plot==
patch ([x1 x1 x2 x2],[yl y2 y2 yl],[1 1 1 1], ’LineStyle’, ’none’
facecolor’ [.85 .85 .85], AlphaDataMapping’, 'none’)
x11=max(x1,k+1); x22=min(x2,n-k); diml=x22-—x11-+1;
yll=max(yl,k+1); y22=min(y2,n—k); dim2=y22—y11+1;
scatter (reshape(repmat(x11:x22,dim2,1) ,diml+dim2,1) ,reshape (repmat (
y11:y22 ,diml,1)’,diml*dim2,1),’filled ’,’MarkerFaceColor’ ,[0 0
0])
end
end
u=sign (mu(k+1:n+k,k+1:nt+k));
Su=sum (sum(u(l+k:n—k,1+k:n-k)));

if plot==1
scatter (o(:,1),0(:,2),’filled’,’MarkerFaceColor’ ,[0 0 1])
text (0, max(y)+1,[’\bf\fontsize{10}_.Su_=." ,sprintf(’'%i’,Su)],’

HorizontalAlignment ', ’left ', ’ VerticalAlignment ’, "top’
BackgroundColor’ ,[.85 .85 .85], Margin’,3);
set (gca, 'xlim’,[1—-k n+k], ylim’,[1-k ntk], ’box’,’on’)
hold off
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68 end

69

70 %Calculation of Sf (counting ones in the matriz of area)

71 % f — areamatriz, mf — multiarea

72 if plot==

73 figure

74 if n<20

75 scatter (reshape(repmat (0.5+k:n+0.5—k,n—2xk+1,1) ,(n—2xk+1)"2,1) ,
reshape(repmat (0.5+k:n+0.5—k ,n—2xk+1,1) ’ ,(n—2«k+1)"2,1) , " filled’
, 'MarkerFaceColor’ ,[1 0 0])

76 end

77 propertyl (n,k)

78 end

79 mf=zeros (n—1+2xk ,n—1+42xk) ;
80 for i=1:n

81 x1l=i—k; x2=i+k;

82 yl=o(i,2)-k; y2=o(i,2)+k;

83 mf(x1+k:x24k—1,y1+k: y2+k—1)=mf(x1+k: x2+k—1,y1+k: y2+k—1)+1;

84 if plot==

85 patch ([x1 x1 x2 x2],[yl y2 y2 yl],[1 1 1 1], ’LineStyle’, ’none’,’
facecolor’ ;[.85 .85 .85])

86 x11=max(x1,k) +.5; x22=min(x2,n—k+1)—.5; diml=x22—x11-+1;

87 yll=max(yl,k)+.5; y22=min(y2,n—k+1)—.5; dim2=y22—y11+1;

88 scatter (reshape(repmat(x11:x22,dim2,1) ,diml+dim2,1) ,reshape (repmat (
y11:y22 diml,1)’,dimlxdim2,1),’ filled ’,’MarkerFaceColor’ ,[0 0
0])

89 end

90 end

91 f=sign(mf(k+1:n+k—1 k+1:n+k—1)); %outer interval included

92 Sf=sum(sum(f(k:n—k,k:n—k))); J%only inner interval

93 if plot==

94 scatter (o(:,1),0(:,2),’Marker’,’x’,’SizeData’,10"2, MarkerFaceColor’ ,[0

0 1])
95 text (0, —1,[’\bf\fontsize{10}.Sf.=.",sprintf( '%i’,Sf)],”’

HorizontalAlignment ’,’ left ', ’VerticalAlignment ’, "top ’,’
BackgroundColor’ ,[.85 .85 .85], Margin’,3);

96 hold off

97 end

98

99 %Calculation of significance level

100 if n>100 %using asymptotic distribution of Su, Sf

101 muu=(n—2xk ) "2—prod ((n—4xk—1) : (n—2xk) ) /prod ((n—2xk+1):(n)) ;

102 muf=(n—2xk+1)"2—prod ((n—4xk+1) : (n—2xk+1)) /prod ( (n—2xk+2): (n) ) ;

103 polyu=load (’Matlab_SaveFiles/PolynomialeAnpassungl000Su.mat’,strcat (’
beta’ ,num2str(k—1)));

104 polyf=load (’Matlab_SaveFiles/PolynomialeAnpassungl000Sf.mat’ ,strcat (’
beta’ ,num2str(k—1)));

105 switch k

106 case 1; sdu=polyval(polyu.betal ,n); sdf=polyval(polyf.betald ,n);

107 case 2; sdu=polyval(polyu.betal ,n); sdf=polyval(polyf.betal ,n);

108 case 3; sdu=polyval(polyu.beta2,n); sdf=polyval(polyf.beta2 n);

109 case 4; sdu=polyval(polyu.betad n); sdf=polyval(polyf.beta3d n);
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case b
case 6
case 7;
case 8
case 9;
case 10;
case 11;
case 12;
case 13;
end

; sdu=polyval(polyu.
; sdu=polyval(polyu.

sdu=polyval (polyu.
; sdu=polyval(polyu.
sdu=polyval (polyu.

sdu=polyval(polyu
sdu=polyval(polyu
sdu=polyval (polyu
sdu=polyval (polyu

pu=normcdf ((Su—muu) /sdu) ;
pf=normecdf (( Sf—muf) /sdf) ;

else

switch k
case 1
case 2
case 3;
case 4

end

%using exact distribution of Su,
load (’Matlab_SaveFiles/GRaPQuantile. mat’ ,strcat ( ’quant’ ,num2str(k)));

; quant=quantl ;
; quant=quant?2;
quant=quant3 ;
; quant=quant4 ;

2.3.6 Geometrie zufalliger Permutationen

betad ,n);
betab ,n) ;
beta6 ,n) ;
beta7 ,n) ;

beta8 ,n) ;

)

.betall ,n
.betall ,n
.betal2 ,n

pu=sum(quant (n,: ,1)<=Su)/size (quant,2) ;
pf=sum(quant(n,: ,2)<=Sf)/size (quant,2) ;

end
end

%plot of U and F

function propertyl(n,k)

hold on

set (gcf, ’PaperSize’ ,[15 10], ’position’,[100 100 600 400],’color’,[1 1 1]);

sdf=polyval (polyf.
sdf=polyval (polyf.
sdf=polyval(polyf.
sdf=polyval(polyf.
sdf=polyval (polyf.

)
)3
)

Sf

set (geca, 'xlim’ ,[1—k ntk], ’ylim’,[1—-k n+tk], ’box’,’on’)
title (’\fontsize {14} dataset’,’FontWeight’, bold’);

xlabel ( '\ fontsize {14} rank (x)’);
ylabel( '\ fontsize {14} rank(y) ) ;

end

beta4 ,
betab ,
betab ,
betaT ,
beta8 |
.beta9 ,n); sdf=polyval(polyf.beta9 ,n);

; sdf=polyval (polyf.betalO n);
sdf=polyval(polyf.betall ,n);
; sdf=polyval(polyf.betal2 n);

n);
n);
) ;
)

njs;

n
n);

)
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3 Vergleich der Unabhingigkeitstests

3.1 IndepTestTool - eine neue Toolbox fiir Matlab

Zur Beurteilung, welcher Test fiir welche Art von Zusammenhéngen am Besten geeignet
ist, sollten wir mehrere Tests gleichzeitig auf einen gegebenen Datensatz anwenden. So
lassen sich durch Empirie schnell Gemeinsamkeiten und Unterschiede aufdecken. Da wir
nun alle behandelten Tests in programmierter Form vorliegen haben, ist es nicht schwie-
rig eine grafische Benutzeroberfliche zu erstellen. In interaktiver Weise sollen dem Nutzer
verschiedene grafische Auswertungen eines Datensatzes ermoglicht werden, als auch eine
zeitnahe Ausgabe sdamtlicher p-Werte der behandelten Unabhéingigkeitstests. Ein Anfang
zur Auswertung bivariater Daten soll IndepTestTool darstellen. Das neue Matlab-Tool
finden wir auf der beigelegten CD im Ordner Matlab und kann nach Wechsel des aktuel-
len Verzeichnisses per Befehlszeile in Matlab aufgerufen werden (>> IndepTestTool). Es
offnet sich dann die Benutzeroberfliche mit dem Fliegendatensatz. Wir kénnen nun durch
Nutzung der Klickboxen, Buttons und Scrollbalken die Darstellung des Plots éndern, Pa-
rameter der Unabhéngigkeitstests umstellen oder zu anderen Datensétzen wechseln. So ist
beispielsweise ein Wechsel zwischen dem Streudigramm der Originaldaten und dem Streu-
diagramm der Rénge moglich. Wir kénnen die Punkt- und Flacheniiberdeckungen des
GRaP-Tests sowie die langste aufsteigende Teilfolge anzeigen lassen. Bei Datensétzen, die
Zufallspunkte generieren, konnen wir die Anzahl der Punkte bestimmen, entweder durch
Betéatigung des zugehorigen Scrollbalkens, oder durch Eingabe in einem Textfeld. Bei eini-
gen Datenséitzen, wie Linear2 ist zudem noch die Moglichkeit implementiert, die Varianz
der Daten zu verédndern oder die Daten zu rotieren. Parameter der Unabhéngigkeitstests,
wie die Bindungsdimension des Permutation-Entropy-Testes und der Radius der Umge-
bungen des GRaP Independence Tests konnen ebenfalls variiert werden. Natiirlich besteht
auch die Moglichkeit, Daten selbst einzugeben. Dazu schalten wir auf ,Data Input®, ge-
ben die Variablen z und y ein und bestétigen mit ,,calculate®. Die Toolbox erlaubt dabei
Eingaben von 6 bis 100 Datenpaaren und benotigt zur Auswertung und Anzeige auf Dual-
Core-Prozessoren durchschnittlich nur eine Sekunde. Fiir n=80 rund zwei Sekunden, bei

kleineren Datensétzen, wie fiir n=25, nur eine halbe Sekunde.
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Select Data
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Squaresize:
Embedding Dimension: @ 3

1 @ 2 3

Pearsoncorrelation: r = 0.67
Spearmancorrelation: rs = 0.67
Kendalls Tau: tau = 0.47

p-values:

Pearson = 0.0009
Spearman = 0.0009
Chi2-Ind. = 0.0046
Fisher = 0.0073
Kendall = 0.0030
Quadrant = 0.3173
Barnard = 0.0037
Hoeffding = 0.0036
Feuerverger = 0.0010
Bakirov = 0.0020
GarciaMarin = 0.3120
LIS =0.4961

GRaPu =0.1251
GRaPf = 0.0901

Abbildung 3.1:

Benutzeroberfliche des IndepTestTool. Fliegendatensatz mit Darstellung
der Punktiiberdeckungen und ldangster aufsteigenden Teilfolge.

Wir haben somit ein Tool zur schnellen Uberpriifung der Unabhéngigkeit eigener Daten

und zum Verhalten der Tests in unterschiedlichen theoretischen Situationen geschaffen.

Eine genauere wissenschaftliche Auswertung zur Wirksamkeit der Tests bleibt uns aber

nicht erspart und ist Thema des néchsten Abschnitts.
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3 Vergleich der Unabhéngigkeitstests
3.2 Power Analyse

Die Giite eines Tests richtet sich danach, ob mit dem Test die Nullhypothese, dass
die Merkmale X und Y unabhéngig sind, dann und nur dann abgelehnt wird, wenn
in dem Datensatz eine Abhéngigkeitsstruktur vorhanden ist. Ein guter Test wiirde
also im unabhéngigen Fall keine oder nur geringe Signifikanz ausgeben, wihrend im
abhéngigen Fall eine starke Signifikanz wiinschenswert ist. Im unabhéngigen Fall inter-
essiert uns daher die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese anzunehmen (Spezifitit):
P(Hy akzeptiert |Hy gilt). Die Gegenwahrscheinlichkeit entspricht dem Fehler 1.Art (a-
Fehler). ITm abhéngigen Fall interessiert uns die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese
abzulehnen: P(H;|H;). Dieser Prozentsatz wird auch mit Teststirke, Power eines Testes
oder Sensitivitdt bezeichnet. Deren Gegenwahrscheinlichkeit mit Fehler 2.Art (5-Fehler).
Im Folgenden wollen wir unsere Unabhéngigkeitstests bei verschiedenen Unabhéngigkeits-
und Abhéngigkeitsstrukturen auf Spezifitdt und Sensitivitét iiberpriifen. Fiir jede Struk-
tur werden wir zur Schétzung der Teststdarke bzw. Spezifitdt je 10000 Stichproben fiir
n=10, 20, ...,100 simulieren und die p-Werte berechnen. Fiir den GRaP Independence
Test wahlen wir fiir die verschiedenen n jeweils das empfohlene k. Wir werden im Fol-
genden auf die Werte vom y2-, Fisher-, Quadranten- und Barnardtest verzichten, da die
starre Klasseneinteilung iiber die Mediane keine gute Ergebnisse liefert und auch in der

Praxis nicht angewendet werden sollte.

3.2.1 Der unabhidngige Fall

Zum unabhéngigen Fall wollen wir nur zwei Situationen untersuchen. Als Erstes testen

wir die Sperzifitdt bei der bivariaten Gleichverteilung.

Teststiirke P(1—0) fiir unabhiingige bivariate gleichverteilte Zufallsgréfien

Test 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Pearson 0.946 0948 0.948 0.952 0.948 0.949 0951 0.954 0.954 0.952
Spearman 0.950 0.949 0.949 0.952 0.948 0.947 0.951 0.953 0.954 0.951
Kendall 0.952 0.951 0.949 0.952 0.950 0.950 0.953 0.953 0.955 0.952
Hoeftding 0.949 0.947 0948 0.951 0.950 0.948 0.952 0.950 0.954 0.950
Bakirov 0.927 0.938 0.950 0.950 0.952 0.944 0.953 0.952 0.951 0.951
Garcia/Marin | 0.949 0.954 0.955 0.950 0.951 0.952 0.953 0.951 0.956 0.952
LIS 0.986 0.982 0.989 0.977 0.975 0.985 0.984 0.978 0.974 0.972
GRaPu 0.958 0.952 0.954 0.952 0.953 0.951 0.950 0.949 0.950 0.953
GRaPf 0.944 0.952 0.956 0.953 0.952 0.951 0.950 0.950 0.948 0.956
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3.2.1 Der unabhéngige Fall

Es zeigt sich, dass der Test tiber die lingste aufsteigende Teilfolge (LIS) eine hohere
Spezifitit aufweist, als die anderen Tests, welche weitestgehend das Alpha-Niveau von 5%

einhalten. Nur Bakirov zeigt Auffalligkeiten fiir kleinere n.
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Abbildung 3.2: Stichprobenumfang vs. Spezifitit fir a=5%.

Abbildung 3.3 zeigt uns als Zweites die Spezifitdt der Tests fiir die bivariate Normal-
verteilung. Auch hier halten alle angewendeten Tests das Alpha-Niveau von 5% ein. Der

LIS-Test von Garcia/Marin zeigt eine dhnlich verlaufende Kurve, wie beim unabhéngigen

gleichverteilten Fall. Die Kurve von Bakirovs Test liegt beim normalverteilten Fall aber
sichtlich hoher.
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3 Vergleich der Unabhéngigkeitstests

Teststiirke P(1—0) fiir unabhiingige bivariate normalverteilte Zufallsgréien

Test 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pearson 0.947 0.948 0.948 0.950 0.950 0.943 0.952 0.951 0.945 0.951
Spearman 0.947 0.948 0.949 0.952 0.951 0.944 0.952 0.951 0.945 0.950
Kendall 0.952 0.950 0.951 0.952 0.952 0.947 0.954 0.951 0.945 0.951
Hoeffding 0.948 0.950 0.950 0.951 0.951 0.945 0.952 0.950 0.944 0.949
Bakirov 0.955 0.967 0.971 0974 0974 0971 0974 0.972 0971 0.975
Garcia/Marin | 0.948 0.953 0.957 0.955 0.950 0.955 0.950 0.953 0.955 0.952
LIS 0.985 0.980 0.991 0.978 0.973 0.985 0.981 0.979 0973 0.971
GRaPu 0.957 0.958 0.949 0.948 0.947 0.949 0.952 0.950 0.950 0.953
GRaPf 0.948 0.955 0.952 0.947 0.947 0949 0.952 0.952 0.950 0.952

3.2.2 Der abhangige Fall

Wir betrachten nun einige ausgewéhlte Strukturen zur Abhéngigkeit betrachten. Beginnen
wollen wir mit einem linearen Fall. Abbildung 3.4 zeigt uns die empirische Powerfunktion
in Abhéngigkeit von n. Wie zu erwarten ist die Teststérke von Pearson und Spearman her-
vorragend. Der LIS- und der GRaP-Test haben dagegen fiir kleinere n einige Probleme, die
Abhéngigkeit zu erkennen. Vor allem, wenn wir die Varianz entlang der Regressionsgera-
den erhohen, werden die p-Werte schlechter. Gleiche Anfangsschwierigkeiten gibt es auch

fiir den exponentiellen Zusammenhang (Abbildung 3.5), der eine monotone Abhéngigkeit

reprasentiert.
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Abbildung 3.4: Stichprobenumfang vs. Teststérke fiir a=5%.
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3.2.2 Der abhéngige Fall

Teststirke P(1—/) im linearen Fall

Test 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pearson 0.971 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Spearman 0.912 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Kendall 0.910 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Hoeffding 0.820 0.997 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Bakirov 0.916 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Garcia/Marin | 0.208 0.157 0.125 0.113 0.111 0.096 0.093 0.083 0.086 0.084
LIS 0.530 0.813 0.951 0.982 0.998 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000
GRaPu 0.255 0.490 0.853 0.923 0.959 0.997 0.998 0.999 1.000 1.000
GRaPf 0.216 0.624 0.771 0.954 0.981 0.992 0.995 1.000 1.000 1.000
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Abbildung 3.5: Stichprobenumfang vs. Teststéirke fiir a=5%.
Teststirke P(1—3) im exponentiellen Fall
Test 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pearson 0.996 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Spearman 0.962 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Kendall 0.964 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Hoeffding 0.942 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Bakirov 0.988 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Garcia/Marin | 0.410 0.391 0.331 0.308 0.276 0.235 0.197 0.168 0.154 0.149
LIS 0.744 0.969 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
GRaPu 0.575 0.920 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
GRaPf 0.464 0.955 0.993 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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3 Vergleich der Unabhéngigkeitstests

Als néchstes betrachten wir einen doppelten linearen Zusammenhang. Damit ist gemeint,
dass wir im Streudiagramm lineare Zusammenhéinge in zwei Komponenten erkennen
konnen. Dieser Fall kann insbesondere dann auftreten, wenn ein Datensatz in 2 Klassen
zerfillt. Gute Ergebnisse erzielen die Tests von Hoeffding und Bakirov. Um eine Klasse
besser scheint jedoch der GRaP Independence Test zu sein. Selbst bei einer geringen Stich-
probengrofie von n=30 sind, bei einem Alpha-Niveau von 5%, bereits 60% der p-Werte
signifikant.

Teststarke im doppelten linearen Fall
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Abbildung 3.6: Stichprobenumfang vs. Teststarke fiir a=5%.

Teststiirke P(1—0) im doppelten linearen Fall

Test 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pearson 0.044 0.038 0.039 0.043 0.040 0.041 0.040 0.035 0.036 0.038
Spearman 0.066 0.100 0.146 0.176 0.222 0.253 0.286 0.325 0.349 0.389
Kendall 0.075 0.129 0.214 0.278 0.350 0.419 0.486 0.560 0.603 0.658
Hoeftding 0.084 0.167 0.295 0.441 0.576 0.704 0.811 0.887 0.936 0.966
Bakirov 0.164 0.232 0.337 0.489 0.626 0.796 0.890 0.960 0.989 0.996
Garcia/Marin | 0.055 0.052 0.051 0.050 0.055 0.052 0.053 0.048 0.050 0.050
LIS 0.048 0.065 0.117 0.117 0.247 0.169 0.255 0.326 0.387 0.424
GRaPu 0.152 0.349 0.663 0.792 0.854 0.958 0.979 0.987 0.994 0.999
GRaPf 0.156 0.423 0.587 0.837 0.901 0.937 0.961 0.993 0.997 0.998

Das néchste Beispiel war schon Bestandteil der Veroffentlichung von Garcia und Gonzalez-
Lépez [15]. Es handelt sich um einen Mix aus zwei bivariaten Normalverteilungen, deren
erste Verteilung standardnormalverteilt ist mit einer Korrelation p, wiahrend die andere

standardnormalverteilt ist mit einem Korrelationskoeffizienten von —p. Die Simulation
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3.2.2 Der abhéngige Fall

wurde fiir unterschiedliche p durchgefiihrt. Der Kurvenverlauf der langsten aufsteigenden
Teilfolge aus [15] kann bestétigt werden. Zudem zeigt sich, dass der GRaP Independence
Test in seiner Teststdrke konkurrenzfihig ist. Bakirov jedoch erkennt derartige Zusam-

menhédnge mit Abstand am Besten.

Teststarke flr bivariate Normalverteilungen mit p=0.9 und —0.9 (50-50Mix)
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Abbildung 3.7: Stichprobenumfang vs. Teststarke fiir a=5%.
Teststirke P(1—3) im Mix zweier bivariater Normalverteilungen
p Test ‘ 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pearson 0.208 0.215 0.224 0.221 0.227 0.226 0.222 0.223 0.220 0.223
Spearman 0.108 0.116 0.117 0.120 0.118 0.125 0.120 0.124 0.117 0.121
Kendall 0.130 0.148 0.158 0.160 0.164 0.168 0.168 0.170 0.161 0.167
Hoeffding 0.113 0.139 0.165 0.194 0.227 0.268 0.304 0.360 0.408 0.487
0.9 | Bakirov 0.260 0.444 0.644 0.821 0.920 0.975 0.993 0.998 1.000 1.000
Garcia/Marin | 0.056 0.052 0.045 0.044 0.049 0.046 0.051 0.044 0.047 0.047
LIS 0.081 0.129 0.233 0.284 0.488 0.445 0.581 0.666 0.747 0.798
GRaPu 0.042 0.102 0.190 0.271 0.321 0.512 0.573 0.626 0.665 0.821
GRaPf 0.063 0.109 0.158 0.310 0.379 0.450 0.500 0.687 0.728 0.771
Pearson 0.169 0.184 0.187 0.187 0.192 0.191 0.191 0.195 0.188 0.191
Spearman 0.091 0.101 0.097 0.101 0.102 0.106 0.105 0.108 0.103 0.103
Kendall 0.106 0.120 0.126 0.131 0.131 0.139 0.132 0.138 0.131 0.131
Hoeffding 0.086 0.107 0.110 0.126 0.139 0.153 0.163 0.177 0.178 0.201
0.8 | Bakirov 0.156 0.215 0.285 0.408 0.499 0.634 0.705 0.808 0.859 0.910
Garcia/Marin | 0.049 0.053 0.046 0.043 0.047 0.046 0.047 0.046 0.047 0.049
LIS 0.050 0.066 0.109 0.119 0.240 0.185 0.270 0.329 0.392 0.444
GRaPu 0.031 0.049 0.063 0.084 0.096 0.132 0.148 0.169 0.185 0.243
GRaPf 0.050 0.051 0.061 0.093 0.102 0.122 0.131 0.185 0.197 0.220
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3 Vergleich der Unabhéngigkeitstests

Teststéirke P(1—/53) im Mix zweier bivariater Normalverteilungen

p Test ‘ 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pearson 0.134 0.153 0.157 0.155 0.159 0.162 0.162 0.165 0.156 0.164
Spearman 0.081 0.089 0.083 0.087 0.085 0.091 0.088 0.093 0.089 0.088
Kendall 0.089 0.102 0.101 0.106 0.106 0.109 0.108 0.114 0.110 0.107
Hoeffding 0.073 0.088 0.088 0.094 0.098 0.108 0.111 0.117 0.116 0.123

0.7 | Bakirov 0.106 0.118 0.141 0.185 0.213 0.280 0.315 0.396 0.440 0.502
Garcia/Marin | 0.047 0.048 0.043 0.045 0.049 0.049 0.048 0.046 0.049 0.050
LIS 0.038 0.043 0.060 0.066 0.131 0.084 0.133 0.163 0.197 0.232
GRaPu 0.030 0.041 0.039 0.053 0.052 0.061 0.066 0.069 0.078 0.088
GRaPf 0.045 0.038 0.039 0.051 0.055 0.059 0.062 0.072 0.079 0.087
Pearson 0.107 0.121 0.129 0.125 0.132 0.133 0.134 0.138 0.132 0.135
Spearman 0.070 0.078 0.074 0.075 0.075 0.078 0.078 0.081 0.078 0.080
Kendall 0.076 0.084 0.085 0.087 0.090 0.089 0.089 0.096 0.093 0.093
Hoeffding 0.067 0.074 0.072 0.076 0.081 0.085 0.084 0.091 0.088 0.092

0.6 | Bakirov 0.080 0.077 0.082 0.094 0.102 0.128 0.130 0.164 0.175 0.200
Garcia/Marin | 0.047 0.049 0.041 0.046 0.049 0.047 0.046 0.044 0.048 0.049
LIS 0.031 0.031 0.040 0.039 0.080 0.046 0.071 0.094 0.111 0.123
GRaPu 0.036 0.037 0.036 0.039 0.043 0.043 0.042 0.046 0.049 0.050
GRaPf 0.050 0.034 0.037 0.039 0.043 0.042 0.041 0.045 0.050 0.049

Die letzten beiden Fille, die wir uns anschauen wollen, sind ein sinusférmiger und ein
kreisférmiger Zusammenhang. Beide Abhéngigkeiten wurden jeweils durch Addition nor-
malverteilter Zufallsgréen mit Mittelwert 0 entlang der Zusammenhangskurve verstreut.
Die Abhéngigkeiten wurden dabei jeweils mit zwei unterschiedlichen Varianzen getestet.
Abbildung 3.8 und 3.9 zeigen ein sehr iiberzeugendes Ergebnis fiir den GRaP Indepen-

dence Test, dessen Power beim kreisférmigen Zusammenhang sogar Bakirov und Hoeffding

ubertrifft.
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3.2.2 Der abhéngige Fall

Teststarke fur ein Sinusoid
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Abbildung 3.8: Stichprobenumfang vs. Teststérke fiir a=5%.

Teststiirke P(1—0) fiir ein Sinusoid

Var | Test ‘ 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pearson 0.068 0.057 0.057 0.061 0.062 0.060 0.060 0.066 0.063 0.064
Spearman 0.083 0.094 0.107 0.119 0.132 0.139 0.148 0.163 0.164 0.180
Kendall 0.089 0.102 0.123 0.136 0.151 0.161 0.172 0.189 0.196 0.214
Hoeffding 0.171 0.426 0.743 0.945 0.995 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

0.2 | Bakirov 0.446 0.928 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Garcia/Marin | 0.086 0.217 0.238 0.238 0.213 0.184 0.167 0.153 0.137 0.125
LIS 0.060 0.118 0.213 0.253 0.464 0.412 0.542 0.636 0.712 0.764
GRaPu 0.205 0.676 0.987 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
GRaPf 0.227 0.743 0.966 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Pearson 0.062 0.054 0.057 0.056 0.058 0.058 0.060 0.058 0.060 0.060
Spearman 0.077 0.085 0.092 0.102 0.113 0.126 0.138 0.138 0.146 0.157
Kendall 0.076 0.085 0.097 0.109 0.117 0.132 0.146 0.149 0.159 0.169
Hoeffding 0.126 0.260 0.457 0.681 0.860 0.961 0.993 0.999 1.000 1.000

0.4 | Bakirov 0.284 0.691 0942 0.996 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Garcia/Marin | 0.064 0.089 0.082 0.074 0.079 0.065 0.058 0.062 0.055 0.056
LIS 0.039 0.051 0.077 0.082 0.165 0.117 0.178 0.224 0.258 0.295
GRaPu 0.145 0.421 0.832 0.945 0.974 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
GRaPf 0.158 0.511 0.740 0.971 0.993 0.998 0.999 1.000 1.000 1.000
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3 Vergleich der Unabhéngigkeitstests
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Abbildung 3.9: Stichprobenumfang vs. Teststérke fiir a=5%.

Teststirke P(1—0) fiir einen kreisférmigen Zusammenhang

Var | Test ‘ 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pearson 0.016 0.009 0.007 0.008 0.006 0.006 0.007 0.008 0.005 0.006
Spearman 0.010 0.006 0.003 0.002 0.002 0.003 0.002 0.002 0.001 0.002
Kendall 0.009 0.003 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Hoeffding 0.030 0.062 0.144 0.326 0.647 0.895 0.984 0.998 1.000 1.000

0.1 | Bakirov 0.167 0.288 0.515 0.788 0.939 0.993 0.998 1.000 1.000 1.000
Garcia/Marin | 0.039 0.046 0.049 0.049 0.049 0.048 0.048 0.047 0.051 0.048
LIS 0.009 0.018 0.006 0.029 0.024 0.013 0.016 0.021 0.022 0.028
GRaPu 0.251 0.582 0.958 0.987 0.993 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
GRaPf 0.236 0.752 0.888 0.996 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Pearson 0.017 0.013 0.011 0.011 0.008 0.009 0.011 0.011 0.009 0.010
Spearman 0.014 0.011 0.009 0.010 0.007 0.008 0.008 0.009 0.007 0.007
Kendall 0.011 0.004 0.003 0.002 0.001 0.002 0.002 0.002 0.001 0.001
Hoeffding 0.026 0.028 0.035 0.052 0.079 0.119 0.179 0.257 0.357 0.473

0.2 | Bakirov 0.102 0.130 0.199 0.322 0.439 0.621 0.731 0.854 0.925 0.962
Garcia/Marin | 0.041 0.048 0.045 0.048 0.051 0.049 0.050 0.046 0.049 0.047
LIS 0.008 0.015 0.004 0.040 0.029 0.027 0.028 0.035 0.047 0.070
GRaPu 0.146 0.244 0.500 0.570 0.581 0.812 0.825 0.849 0.859 0.954
GRaPf 0.139 0.337 0.384 0.665 0.693 0.726 0.740 0.901 0.914 0.918
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3.3 Praktische Beispiele

3.3 Praktische Beispiele

Den Fliegendatensatz konnten wir begleitend zur Theorie betrachten. Auch verschiedenste
Konstruktionen von Zusammenhéngen haben wir bereits in der Power-Analyse kennen-
gelernt. Abschlielend betrachten wir noch einige Datensétze aus der Praxis. Beginnen

wollen wir mit dem Iris Datensatz von Fisher.

Fishers Iris Datensatz

Der multivariate Datensatz enthélt die Léngen und Breiten von den Kelch- und Kron-
blattern von je 50 Schwertlilien der Gattungen Setosa, Versicolor und Virginica. Er ist
einer der bekanntesten frei erhéltlichen Datensitze und kann iiber load fisheriris in
Matlab geladen werden. Wir betrachten die Breite der Kelch- und Kronblatter. Wir zeich-

nen das verzitterte Streudiagramm. Nahezu alle bekannten Tests haben einen signifikanten

Fishers Iris

Pearsonkorrelation: r = =0.37
Spearmankorrelation: rs = -0.29
Kendalls Tau: tau = —-0.16

25

p-Werte:

Pearson = 0.0000
Spearman = 0.0003
Chi2-Ind. = 0.0031
Fisher = 0.0025
Kendall = 0.0076
Quadranten = 0.2131
Barnard = 0.0022
Hoeffding = 0.0000
Bakirov = 0.0005
GarciaMarin = 0.0156
LIS = 0.0055

GRaPu = 0.0000
GRaPf = 0.0000

151

Kronblattbreite

0.5f

2 2.5 3 35 4 45
Kelchblattbreite

Abbildung 3.10: Verzittertes Streudiagramm und Regressionsgerade des Irisdatensatzes
sowie die p-Werte verschiedener Unabhéngkeitstests. Die drei Weinsorten
jeweils in Blau, Rot und Griin

p-Wert. Eine Abhéngigkeit zwischen der Kelchblattbreite und Kronblattbreite ist somit
auch statistisch nachgewiesen. Schauen wir uns allerdings die Korrelationswerte von Pear-
son und Sprearman an, so wiirden wir schliefen, dass Kelchblattbreite und Kronblattbreite
negativ korreliert sind. Die Natur zeigt uns genau das Gegenteil — es gibt einen positiven

Zusammenhang! Grund fiir dieses Versagen liegt an der Anpassung der Daten an einer

85



3 Vergleich der Unabhéngigkeitstests

Regressionsgeraden. Die Punktwolke 2, um eine Kelchblattbreite von 0.2 cm angeordnet,
zieht die Gerade zweifellos ins Negative. Trotzdem werden die Daten félschlicherweise gut
angepasst. Daher sind die p-Werte auch signifikant. In Wirklichkeit aber haben nur die
Gattungen Versicolor und Virginica einen Zusammenhang (Punktwolke 1). Die Gattung
Setosa (Punktwolke 2) dagegen keinen. Ein Blick auf das Streudiagramm sollte deshalb

nie erspart bleiben!

Chemische Analyse von Weinen

Stefan Aeberhard stellte dem Archiv des UCI seinerseits einen Datensatz zur chemischen
Analyse von Weinen zur Verfiigung [53]. Der Datensatz umfasst 13 chemische Variablen
von 178 Weinen einer Region Italiens. Es werden dabei 3 Sorten unterschieden (59 Weine
der ersten Sorte, 71 Weine der zweiten und 48 der dritten Sorte). Neben dem Alkohol-
gehalt wurden auch der Gehalt an Apfelsdure, Magnesium und Asche gemessen. Wir
wollen die Abhéngigkeit zwischen den nichtflavonoiden Phenolen und dem Farbton des

Weines betrachten. Wir erkennen einen positiven Zusammenhang zwischen der Konzen-

Wein

14r Pearsonkorrelation: r = -0.17

) Spearmankorrelation: rs = -0.04
Kendalls Tau: tau = 0.03
12f °

p—Werte:
10
Pearson = 0.0214
Spearman = 0.5695
Chi2-Ind. = 0.8808
Fisher = 0.5000
Kendall = 0.5721
Quadranten = 0.9644
Barnard = 0.4701
Hoeffding = 0.0000
Bakirov = 0.0085
GarciaMarin = 0.5347
LIS = 0.0056
GRaPu = 0.0000
GRaPf = 0.0000

Farbton (hue)

0 1 2 3 4 5
Nichtflavonoide Phenole (nonflavanoid phenols)

Abbildung 3.11: Zusammenang zwischen nichtflavonoide Phenolen und Farbton des Wei-
nes mit Regressionsgeraden und p-Werten.

tration der nichtflavonoiden Phenolen und dem Farbton, zumindest bei den Sorten in Rot

und Griin. Nach [10] zu urteilen sind eigentlich Flavonoide, wie Anthocyane und Tannine

fiir die Farbgebung des Weines verantwortlich und nicht die Phenolcarbonséuren (nicht-
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flavoniode Phenole). Die Erkldrung ist recht einfach: Bei den roten und griinen Sorten
steigt der Gehalt an Flavonoide mit der Konzentration der Nicht-Flavonoide, wahrend
bei der blauen Sorte kein Zusammenhang bestétigt werden kann. Die statistischen Tests
sollten demnach einen Zusammenhang, bedingt durch die Kausalitat Flavonoide/Nicht-
Flavonoide, signalisieren. Der Hoeffding-, Bakirov-, LIS- und GRaP-Test haben hochst

Wein

180F

160

Farbton (Range)
= B =
N [e2] [0} o N B
o o o o o o
T T T T T T

N
o
T

o
T

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
nichtflavonoide Phenole (Rénge)

Abbildung 3.12: Signifikant wenig Fléacheniiberdeckungen zwischen nichtflavonoide Phe-
nolen und dem Farbton von Weinen.

signifikante p-Werte und bestétigen die Abhéngigkeit. Pearson liefert zwar auch Signifi-
kanz, wie im Iris-Beispiel, jedoch fiir einen negativen Zusammenhang. Fairerweise sollte
aber darauf hingewiesen werden, dass der Barnard- und der Chi-Quadrat-Test sicherlich

mit einer anderen Klasseneinteilung besser abschneiden wiirden.

Korrelation 21

Auf Wikipedia finden wir eine schéne Ubersicht zu den Korrelationskoeffizienten von 21
Beispielen (siehe http://en.wikipedia.org/wiki/File:Correlation_examples.png).
Diese Schar an Beispielen haben wir in Matlab iibertragen, und auf ihren Zusammenhang
hin untersucht. Dabei ist zu bemerken, dass die Beispiele der Nummern 4 und 21 durch
Konstruktion unabhéngig sind, wiahrend die anderen eine Abhéingigkeit aufweisen. Getes-
tet wurden dabei alle 21 Muster der Abbildung 3.13 mit je 50 Datenpunkten. Anhand
der zugehorigen p-Werte, welche in Abbildung 3.14 visualisiert wurden, erkennen wir kla-
re Schwéchen einiger Tests. Wir stellen fest, dass die klassischen Verfahren nicht in der

Lage sind, komplexere Abhéngigkeitsstrukturen zu erkennen. Auch der Permutationstest
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Abbildung 3.13: 21 Beispiele zur Pearsonkorrelation. Bildnummer mit zugehorigem Kor-
relationskoeffizienten nach Pearson.

von Garcia/Marin und der Test iiber die langste aufsteigende Teilfolge von Garcia und
Gonzalez-Lopez helfen hier nicht. Wirklich {iberzeugen konnen die Tests von Hoeffding
und Bakirov, sowie der neu vorgestellte Test {iber die Geometrie randomiesierter Permu-
tationen, auch wenn letzt genannter bei groflen Streuungen einige Schwéchen aufweist.

So wird selbst ein linearer Zusammenhang mit groflerer Streuung, wie in Bild Nummer 3

und 5, nicht erkannt.

p—-Werte

=54

Pearson Spearman Chi2 Fisher Kendall Quadrant Barnard Hoeffding BakirovGarciaMarin LIS GRaPu GRaPf
Unabhéngigkeitstest

1
2
3
4
5
6
7
8

Beispiel

Abbildung 3.14: Farblich gestufte p-Werte der Beispiele aus 3.13. Die numerischen Werte
konnen dem Anhang entnommen werden (5.2).
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4 Zusammenfassung

Stochastische Unabhéngigkeit gehort zu den zentralen Begriffen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung und ist von grundlegender Bedeutung in der induktiven Statistik. Im praktischen
Umgang mit Daten gehoren Untersuchungen auf Zusammenhénge zweier Merkmale zum
Tagesgeschift vieler Wissenschaftler. Um so bedeutsamer ist es, einen wirksamen Test zu
haben, dessen Teststéarke nicht nur in einem linearen Zusammenhang besteht. Denn nur
selten sind Abhéngigkeiten linearer Natur und Alternativen zur Unabhéngigkeit gibt es
viele. Einen guten Test zeichnet eine hohe Teststidrke (Power) in moglichst vielen Alter-
nativen aus. Im Kapitel 2 haben wir verschiedene Unabhéngigkeitstests kennen gelernt.
Der GRaP Independence Test wurde dabei erstmalig detailliert beschrieben und zur An-
wendung in Matlab aufbereitet. Der neue Unabhéngigkeitstest hat eine leicht zu berech-
nende Teststatistik und eine Verteilungsfunktion mit guten Eigenschaften. Es entstand
mit IndepTestTool eine neue Matlab-Toolbox, mit der sich leicht verschiedene Zusam-
menhédnge konstruieren und testen lassen. Mit der Poweranalyse im Kapitel 3 haben wir
dann einige abhéngige Strukturen genauer untersucht. Dabei hat sich herausgestellt, dass
der GRaP Independence Test vor allem im nichtlinearen Fall eine hohe Teststérke besitzt.
GRaP stellt somit eine wahre Alternative zu den namenhaften Tests von Hoeffding und

Bakirov dar.

Interessante Ausblicke

Es wire sicherlich hilfreich, das IndepTestTool auf mehr als 100 Datenpunkte auszu-
bauen. Der Import eigener Daten sollte ermoglicht werden und eine leichtere Anpassung
der Daten wére denkbar. So kénnte beispielsweise das Hinzufiigen und Entfernen eines
Datenpunktes durch Mausklicks oder das Verschieben eines Punktes per Drag & Drop
im Koordinatensystem ermdoglicht werden. Ich brauche auch nicht zu verschweigen, dass
noch andere interessante Tests, wie der Feuerverger Test [35], zu untersuchen wéren.
Wahrenddessen wird eine wissenschaftliche Publikation des GRaP Independence Tests

angestrebt und der multivariate Ausbau forciert.
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5 Anhang

5.1 Fliegendatensatz

Fliegendatensatz aus dem Datenarchiv des Instituts fiir Statistik und des SFB 386
der LMU Miinchen: http://www.statistik.lmu.de/service/datenarchiv/fliegen/
fliegen.html

Laenge Korperlinge der Fliegen in mm
Breite Korperbreite der Fliegen in mm
Fluegel Fliigellinge der Fliegen in mm
E Geweihldnge der Fliegen in mm
WM  Geschlecht der Fliegen (0=weiblich,1=mé&nnlich)

Tabelle 5.1: Fliegendatensatz
Laenge Breite Fluegel E WM

3.30 NA 2.45 1.45 0
3.71 0.93 2.58 1.75 0
3.75 0.95 2.53 1.50 0
4.05 NA NA 2 0
4.14 1.10 2.77 2.00 0
4.25 0.97 3 1.94 0
4.45 NA 2.71 2.05 0
4.60 1.15 3.1 2.20 0
4.72 1.22 3.1 2.16 0
5.00 1.19 2.95 2.25 0
5.11 1.43 3.6 2.63 0
5.20 1.42 3.32 2.60 0
3.31 1.00 2.38 1.75 1
3.60 1.00 2.45 1.95 1
3.98 1.09 2.68 2.21 1
4.08 1.14 2.88 2.52 1
4.30 1.25 3.2 3.25 1
4.35 1.25 3.08 2.80 1
4.40 NA NA 2.50 1
4.40 NA 3.04 2.70 1
4.70 1.24 2.95 2.58 1
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5.2 p-Werte des Korrelationsbeispiels

5.2 p-Werte des Korrelationsbeispiels

Die durchschnittlichen p-Werte der 21 Beispiele zur Korrelation von Seite 88:
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5 Anhang

5.3 Quantile der Verteilung von Hoeffdings D

In der Tabelle stehen die Quantilswerte fiir 30D.

Statistische Sicherheit 1 — «

n 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999
5 0.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
6 0.1667 0.5000 0.5000 1.0000 1.0000 1.0000
7 0.1429 0.2857 0.4286 0.5714 0.7143 1.0000
8 0.1339 0.2321 0.3214 0.4286 0.5000 0.7143
9 0.1190 0.1905 0.2659 0.3651 0.4444 0.6032
10 0.1000 0.1587 0.2204 0.3047 0.3701 0.5239
11 0.0869 0.1374 0.1900 0.2635 0.3181 0.4446
12 0.0764 0.1206 0.1670 0.2323 0.2816 0.3989
13 0.0684 0.1078 0.1495 0.2062 0.2502 0.3514
14 0.0618 0.0970 0.1348 0.1865 0.2274 0.3187
15 0.0564 0.0890 0.1236 0.1713 0.2074 0.2936
16 0.0513 0.0808 0.1123 0.1557 0.1891 0.2673
17 0.0475 0.0750 0.1038 0.1443 0.1757 0.2473
18 0.0442 0.0699 0.0967 0.1341 0.1632 0.2292
19 0.0412 0.0651 0.0905 0.1248 0.1516 0.2137
20 0.0386 0.0608 0.0843 0.1171 0.1419 0.2015
21 0.0361 0.0571 0.0792 0.1092 0.1331 0.1895
22 0.0343 0.0540 0.0747 0.1034 0.1253 0.1773
23 0.0324 0.0511 0.0709 0.0981 0.1192 0.1684
24 0.0307 0.0484 0.0672 0.0929 0.1128 0.1617
25 0.0292 0.0462 0.0643 0.0888 0.1075 0.1534
26 0.0278 0.0440 0.0610 0.0845 0.1025 0.1458
27 0.0267 0.0422 0.0585 0.0811 0.0982 0.1392
28 0.0254 0.0401 0.0555 0.0773 0.0938 0.1336
29 0.0243 0.0385 0.0534 0.0739 0.0896 0.1273
30 0.0235 0.0371 0.0513 0.0710 0.0863 0.1228
31 0.0226 0.0357 0.0493 0.0686 0.0838 0.1186
32 0.0217 0.0343 0.0475 0.0656 0.0798 0.1139
33 0.0210 0.0331 0.0460 0.0639 0.0775 0.1106
34 0.0202 0.0319 0.0443 0.0612 0.0745 0.1060
35 0.0195 0.0308 0.0429 0.0593 0.0721 0.1018
40 0.0168 0.0266 0.0369 0.0510 0.0620 0.0887
45 0.0147 0.0232 0.0323 0.0448 0.0546 0.0772
50 0.0130 0.0206 0.0287 0.0396 0.0483 0.0689
60 0.0107 0.0169 0.0234 0.0324 0.0395 0.0558
70 0.0090 0.0143 0.0198 0.0274 0.0333 0.0476
80 0.0077 0.0124 0.0172 0.0239 0.0290 0.0415
90 0.0069 0.0109 0.0152 0.0211 0.0257 0.0361
100 0.0061 0.0097 0.0135 0.0188 0.0229 0.0326
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5.4 Quantile der Verteilung von Bakirovs I,

5.4 Quantile der Verteilung von Bakirovs I,

Statistische Sicherheit 1 — o

n 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999
1 NalN NalN NalN NalN NalN NalN
2 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
3 0.7549 0.7549 0.7549 0.7549 0.7549 0.7549
4 0.6280 0.6678 0.6678 0.6678 0.6678 0.6678
5 0.5596 0.5911 0.6022 0.6256 0.6256 0.6256
6 0.5121 0.5398 0.5519 0.5717 0.5867 0.6019
7 0.4786 0.4976 0.5185 0.5422 0.5526 0.5766
8 0.4411 0.4682 0.4853 0.5085 0.5241 0.5480
9 0.4117 0.4390 0.4623 0.4845 0.4966 0.5242
10 0.3898 0.4133 0.4411 0.4622 0.4769 0.5058
11 0.3719 0.3945 0.4180 0.4433 0.4583 0.4848
12 0.3554 0.3782 0.4019 0.4292 0.4444 0.4724
13 0.3394 0.3622 0.3838 0.4093 0.4269 0.4554
14 0.3257 0.3483 0.3688 0.3948 0.4133 0.4434
15 0.3161 0.3372 0.3586 0.3812 0.3956 0.4237
16 0.3065 0.3277 0.3465 0.3683 0.3838 0.4155
17 0.2956 0.3165 0.3358 0.3611 0.3740 0.4033
18 0.2863 0.3067 0.3255 0.3507 0.3678 0.4010
19 0.2784 0.2976 0.3179 0.3414 0.3589 0.3893
20 0.2724 0.2919 0.3095 0.3315 0.3449 0.3778
21 0.2660 0.2847 0.3018 0.3234 0.3404 0.3713
22 0.2595 0.2778 0.2954 0.3173 0.3336 0.3627
23 0.2535 0.2711 0.2869 0.3083 0.3264 0.3581
24 0.2490 0.2663 0.2825 0.3030 0.3176 0.3529
25 0.2439 0.2612 0.2782 0.3010 0.3142 0.3443
26 0.2381 0.2561 0.2725 0.2919 0.3090 0.3361
27 0.2337 0.2514 0.2677 0.2872 0.2990 0.3334
28 0.2299 0.2473 0.2631 0.2837 0.3004 0.3295
29 0.2252 0.2411 0.2570 0.2764 0.2893 0.3207
30 0.2221 0.2393 0.2555 0.2736 0.2883 0.3194
35 0.2050 0.2196 0.2340 0.2518 0.2628 0.2894
40 0.1920 0.2068 0.2199 0.2355 0.2466 0.2728
45 0.1805 0.1938 0.2074 0.2237 0.2389 0.2644
50 0.1720 0.1862 0.1984 0.2134 0.2241 0.2486
60 0.1564 0.1686 0.1797 0.1934 0.2059 0.2237
70 0.1448 0.1571 0.1675 0.1817 0.1902 0.2102
80 0.1358 0.1461 0.1567 0.1692 0.1777 0.1975
90 0.1275 0.1376 0.1475 0.1609 0.1699 0.1883
100 0.1216 0.1307 0.1392 0.1502 0.1577 0.1727
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5 Anhang

5.5 Quantile der Teststatistik (G des

Permutation-Entropy-Tests

Es folgen die Quantilstabellen der Teststatistik G fiir verschiedene Stichprobenumféinge
n fiir eine Bindungsdimension m=3 und m=4. Ist darauf hinzuweisen, dass die Quantile
nicht die gewiinschte Genauigkeit besitzen, da die Verteilungen fiir Zufallspermutationen
ziemlich stark variieren. Die Quantile sind daher mit Vorsicht zu behandeln. Zur Sicher-
heit wird daher im Matlabprogramm 2.3.6 ein Konfidenzintervall auf Basis der Varianz

gebildet.
m=3 Statistische Sicherheit 1 — «

n 0.9 0.95 0.975 0.99
6 6.02 8.30 9.63 9.84
7 7.37 8.41 8.41 9.39
8 8.53 9.36 9.41 11.09
9 7.68 9.98 10.51 11.64
10 8.37 10.25 11.40 12.03
11 8.77 9.94 12.34 13.23
12 9.01 10.24 11.64 14.09
13 8.66 10.83 11.77 14.81
14 8.28 10.85 12.26 13.92
15 8.44 10.33 13.04 14.28
16 8.53 10.03 12.54 14.68
17 9.00 10.60 12.34 15.42
18 8.71 10.35 12.08 15.03
19 8.53 10.59 12.35 15.21
20 8.29 10.51 12.10 14.90
21 8.25 10.44 12.46 15.08
22 8.25 10.25 12.41 14.83
23 7.96 10.26 12.47 15.19
24 7.70 10.11 11.98 14.98
25 7.52 9.96 12.16 14.85
26 7.55 9.98 12.29 15.02
27 7.56 9.86 12.03 14.88
28 7.51 9.63 12.08 14.74
29 7.43 9.57 12.13 15.06
30 7.57 9.72 12.05 15.26
35 7.43 9.50 11.60 14.81
40 7.34 9.45 11.48 14.70
45 7.33 9.36 11.41 14.07
50 7.19 9.16 11.14 14.15
60 7.19 9.21 11.37 14.14
70 7.16 9.13 10.98 13.75
80 7.13 9.22 11.12 13.89
20 7.13 9.14 11.12 13.85
100 7.16 9.03 11.09 13.84
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5.5 Quantile der Teststatistik G des Permutation-Entropy-Tests

m=4 Statistische Sicherheit 1 — «

n 0.9 0.95 0.975 0.99
24 32.36 34.86 37.33 40.13
25 32.32 35.04 37.49 40.33
26 32.64 35.26 37.66 40.73
27 32.94 35.63 38.38 41.78
28 33.10 36.13 38.64 42.20
29 33.16 36.14 38.89 42.40
30 33.37 36.50 39.17 42.76
31 33.66 36.73 39.76 43.42
32 33.78 36.95 39.79 43.63
33 33.76 37.09 40.12 43.95
34 33.90 37.32 40.28 44.55
35 34.24 37.52 40.59 44.55
36 34.31 37.60 40.57 44.44
37 34.13 37.59 40.72 44.62
38 34.33 37.53 40.97 44.75
39 34.41 37.90 40.97 44.54
40 34.45 37.91 41.29 45.29
41 34.45 38.20 41.47 45.42
42 34.40 37.75 41.16 45.39
43 34.42 38.06 41.42 45.65
44 34.36 38.12 41.36 45.15
45 34.56 38.30 41.65 46.00
46 34.23 38.00 41.73 45.73
47 34.56 38.45 42.10 46.10
48 34.26 37.95 41.36 46.04
49 34.52 38.23 41.79 45.82
50 34.33 38.12 41.39 45.83
60 34.07 37.93 41.64 46.46
70 34.17 38.19 42.15 46.53
80 33.43 37.62 41.47 46.34
920 33.03 37.25 41.01 46.29
100 32.55 36.88 40.96 46.02
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5 Anhang

5.6 Quantile der Lange der langsten aufsteigenden
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5.7 Quantile von S, und Sy des Geometrietests

5.7 Quantile von S, und S; des Geometrietests

Es folgen die Quantilstabellen fiir die Anzahlen S, und Sy des Geometrietests fiir k=1,2, 3
und 4. Fir n=1,...,9 wurden dabei alle moglichen Permutationen untersucht. Fiir n>10
entstanden die Quantile aus der 50-maligen Simulation von 10000 Zufallspermutationen
und sind aus dem arithmetischen Mittel der 50 Simulationsquantilen geschétzt. Da fiir
k=1 die Varianz der Quantile fiir .S,, im Durchschnitt bei 0.0509 liegt, weichen die wahren
Quantile mit 95%-iger Sicherheit um maximal 40.0625 von den gelisteten ab. Ahnlich

kleine Abweichungen erhalten wir auch fiir Sy und andere k.

k=1 Quantile von S,
n 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999
6 16.00 16.00 16.00 16.00 16.00 16.00
7 24.00 24.00 25.00 25.00 25.00 25.00
8 32.00 33.00 34.00 34.00 35.00 36.00
9 41.00 42.00 43.00 44.00 44.00 45.00
10 49.62 50.99 51.91 52.98 53.37 54.98
11 58.00 59.24 60.57 61.97 62.60 64.20
12 67.00 68.00 69.19 70.97 71.80 73.34
13 75.95 77.00 78.02 79.91 80.76 82.53
14 84.05 86.00 87.00 88.80 89.66 91.50
15 93.00 95.00 96.00 97.59 98.66 100.63
16 102.00 103.87 105.00 106.51 107.53 109.52
17 111.00 112.30 114.00 115.22 116.36 118.43
18 119.99 121.03 122.97 124.11 125.24 127.52
19 128.75 130.00 131.88 133.06 134.15 136.38
20 137.10 139.00 140.56 142.01 143.07 145.27
21 146.00 148.00 149.44 151.00 152.08 154.29
22 155.00 157.00 158.19 160.00 161.06 163.26
23 164.00 166.00 167.03 169.00 170.00 172.16
24 173.00 174.99 176.00 178.00 179.00 181.15
25 182.00 183.92 185.00 186.97 187.97 190.07
26 191.00 192.94 194.00 195.96 196.97 198.95
27 200.00 201.66 203.00 204.93 205.93 207.96
28 208.99 210.41 212.00 213.84 214.86 216.91
29 217.93 219.25 221.00 222.76 223.90 225.91
30 226.68 228.09 230.00 231.63 232.74 234.72
35 271.01 273.00 274.94 276.23 277.31 279.65
40 316.00 318.00 319.52 321.01 322.10 324.41
45 361.00 363.00 364.23 366.00 367.07 369.26
50 406.00 407.99 409.05 411.00 412.01 414.18
60 495.96 497.72 499.00 500.96 501.96 503.96
70 585.68 587.35 589.00 590.83 591.93 593.87
80 675.11 677.03 679.00 680.62 681.79 683.72
90 765.06 767.02 768.99 770.35 771.67 773.57
100 855.02 857.02 858.95 860.26 861.45 863.56

101



5 Anhang

k=1 Quantile von Sy
n 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999
6 16.00 17.00 17.00 17.00 18.00 18.00
7 20.00 21.00 21.00 21.00 21.00 22.00
8 24.00 25.00 25.00 25.00 25.00 26.00
9 28.00 29.00 29.00 29.00 29.00 30.00
10 32.00 32.69 33.00 33.00 33.00 34.00
11 36.00 36.08 37.00 37.00 37.00 37.99
12 40.00 40.01 41.00 41.00 41.00 41.93
13 44.00 44.00 45.00 45.00 45.00 45.90
14 48.00 48.00 49.00 49.00 49.00 49.76
15 52.00 52.00 53.00 53.00 53.00 53.64
16 56.00 56.00 57.00 57.00 57.00 57.42
17 60.00 60.00 61.00 61.00 61.00 61.32
18 64.00 64.00 65.00 65.00 65.00 65.19
19 68.00 68.00 68.96 69.00 69.00 69.17
20 72.00 72.00 72.81 73.00 73.00 73.11
21 76.00 76.00 76.56 77.00 77.00 77.06
22 80.00 80.00 80.31 81.00 81.00 81.04
23 84.00 84.00 84.08 85.00 85.00 85.04
24 88.00 88.00 88.00 89.00 89.00 89.02
25 92.00 92.00 92.00 93.00 93.00 93.00
26 96.00 96.00 96.01 97.00 97.00 97.00
27 100.00 100.00 100.00 101.00 101.00 101.00
28 104.00 104.00 104.00 105.00 105.00 105.01
29 108.00 108.00 108.00 109.00 109.00 109.00
30 112.00 112.00 112.00 113.00 113.00 113.00
35 132.00 132.00 132.00 133.00 133.00 133.00
40 152.00 152.00 152.00 153.00 153.00 153.00
45 172.00 172.00 172.00 172.97 173.00 173.00
50 192.00 192.00 192.00 192.78 193.00 193.00
60 232.00 232.00 232.00 232.13 233.00 233.00
70 272.00 272.00 272.00 272.01 273.00 273.00
80 312.00 312.00 312.00 312.00 312.96 313.00
90 352.00 352.00 352.00 352.00 352.88 353.00
100 392.00 392.00 392.00 392.00 392.69 393.00
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5.7 Quantile von S, und Sy des Geometrietests

k=2 Quantile von S,
n 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999
10 36.00 36.00 36.00 36.00 36.00 36.00
11 49.00 49.00 49.00 49.00 49.00 49.00
12 64.00 64.00 64.00 64.00 64.00 64.00
13 81.00 81.00 81.00 81.00 81.00 81.00
14 98.94 99.00 100.00 100.00 100.00 100.00
15 117.03 118.83 119.01 120.00 121.00 121.00
16 137.00 138.96 140.00 141.00 142.00 143.13
17 157.02 159.25 161.00 162.99 163.99 165.96
18 178.00 180.91 182.94 185.01 186.54 189.26
19 199.17 202.29 205.00 207.72 209.43 212.79
20 221.00 224.47 227.35 230.66 232.76 236.87
21 242.98 246.98 250.21 253.97 256.26 261.00
22 265.03 269.44 273.11 277.23 280.05 285.56
23 287.68 292.29 296.32 300.89 303.85 309.99
24 310.18 315.36 319.72 324.48 327.73 334.26
25 333.04 338.48 343.11 348.36 351.79 358.75
26 356.07 361.91 366.74 372.24 375.94 383.35
27 379.26 385.27 390.38 396.14 400.01 407.55
28 402.52 408.83 414.19 420.17 424.28 432.64
29 425.96 432.42 438.05 444.38 448.69 457.44
30 449.44 456.14 461.90 468.45 472.85 481.55
35 568.22 575.99 582.60 590.09 595.17 605.36
40 688.48 696.95 704.13 712.48 717.95 729.38
45 809.70 818.68 826.51 835.25 841.12 852.96
50 931.62 941.17 949.29 958.46 964.70 976.77
60 1177.02  1187.18  1195.85  1205.71 1212.10  1224.71
70 1423.84  1434.49  1443.45  1453.62  1460.36  1474.07
80 1671.18  1682.17  1691.48  1702.02  1709.08  1722.83
90 1919.39  1930.61 1940.12  1950.92  1958.13  1972.22
100 2167.72  2179.20  2188.82  2199.85  2207.11  2221.30
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5 Anhang

k=2 Quantile von Sy
n 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999
10 48.00 49.00 49.00 49.00 49.00 49.00
11 61.02 62.00 63.00 63.23 64.00 64.00
12 75.00 76.00 77.00 78.01 79.00 79.99
13 89.00 90.97 92.00 93.26 94.17 96.04
14 103.33 105.14 107.00 108.90 109.99 112.19
15 118.00 120.04 122.01 124.11 125.74 128.46
16 132.99 135.10 137.25 139.92 141.45 144.60
17 147.92 150.32 152.92 155.37 157.20 160.72
18 162.92 165.87 168.04 171.04 173.03 177.01
19 178.00 181.00 183.76 186.80 188.82 192.96
20 193.00 196.26 199.10 202.40 204.61 208.99
21 208.15 211.96 214.94 218.16 220.46 225.24
22 223.77 227.07 230.22 233.95 236.29 241.10
23 239.00 242.91 246.00 249.66 252.04 256.95
24 254.55 258.23 261.73 265.39 267.85 272.87
25 269.99 273.96 277.26 281.11 283.73 289.12
26 285.60 289.64 293.02 296.88 299.46 304.68
27 301.04 305.12 308.77 312.70 315.34 320.88
28 316.70 320.89 324.26 328.42 331.16 336.70
29 332.07 336.54 340.11 344.31 347.07 352.67
30 347.92 352.13 355.93 360.05 362.85 368.41
35 426.24 430.98 434.98 439.25 442.32 448.31
40 505.15 510.01 514.10 518.64 521.71 527.49
45 584.24 589.22 593.41 598.14 601.26 607.43
50 663.63 668.65 672.97 677.69 680.83 686.99
60 822.42 827.66 832.02 836.94 840.18 846.40
70 981.73 987.00 991.40 996.41 999.69 1006.07
80 1140.97  1146.41 1150.94  1156.03  1159.38  1165.79
90 1300.69  1306.04  1310.65  1315.70  1319.08  1325.74
100 1460.12  1465.74  1470.28  1475.36  1478.72  1485.26
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5.7 Quantile von S, und Sy des Geometrietests

k=3 Quantile von S,
n 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999
15 81.00 81.00 81.00 81.00 81.00 81.00
16 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
17 121.00 121.00 121.00 121.00 121.00 121.00
18 144.00 144.00 144.00 144.00 144.00 144.00
19 169.00 169.00 169.00 169.00 169.00 169.00
20 196.00 196.00 196.00 196.00 196.00 196.00
21 225.00 225.00 225.00 225.00 225.00 225.00
22 254.03 255.19 256.00 256.00 256.00 256.00
23 286.00 287.00 288.00 289.00 289.00 289.00
24 318.00 320.00 321.64 322.99 323.56 324.00
25 352.00 354.14 356.02 358.00 359.01 360.75
26 386.30 389.72 392.00 394.32 395.88 398.05
27 421.99 425.89 428.82 431.86 433.57 436.69
28 458.15 462.90 466.26 470.10 472.30 476.39
29 495.37 500.67 504.73 509.12 511.87 516.82
30 533.16 539.13 543.95 549.03 552.29 558.31
35 730.92 740.21 747.93 756.70 762.33 773.25
40 939.35 951.67 962.07 973.78 981.62 997.61
45 1155.25  1170.35  1183.11 1197.55  1207.24 122743
50 1376.40  1393.79  1408.67  1425.46  1437.05  1459.86
60 1830.17  1851.14  1869.12  1889.47  1903.43  1931.90
70 2293.68  2317.65  2338.11  2361.45  2377.17  2409.61
80 2763.14  2789.03  2811.36  2836.78  2853.80  2888.90
90 3237.42  3265.24  3288.68  3315.98  3334.20  3371.30
100 3714.65  3743.72  3768.61  3797.07  3816.15  3855.49
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5 Anhang

k=3 Quantile von Sy
n 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999
15 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
16 121.00 121.00 121.00 121.00 121.00 121.00
17 144.00 144.00 144.00 144.00 144.00 144.00
18 167.00 168.00 169.00 169.00 169.00 169.00
19 192.00 193.99 194.78 195.50 196.00 196.00
20 218.00 220.00 221.52 223.00 223.76 224.99
21 245.00 247.55 249.23 251.15 252.29 254.21
22 272.88 275.94 278.02 280.70 282.07 284.79
23 301.00 304.77 307.68 310.70 312.56 316.07
24 329.95 334.10 337.57 341.19 343.55 348.01
25 359.37 364.21 368.12 372.46 375.15 380.39
26 389.31 394.80 399.13 404.02 407.21 413.19
27 419.77 425.64 430.53 435.99 439.51 446.45
28 450.37 456.90 462.25 468.29 472.29 480.06
29 481.41 488.51 494.28 500.89 505.15 513.43
30 512.92 520.36 526.66 533.74 538.43 547.76
35 673.59 683.32 691.49 701.08 707.21 719.89
40 838.82 850.20 860.01 871.17 878.65 893.80
45 1007.22  1020.08  1031.18  1043.73  1052.12  1069.23
50 117778  1191.80  1203.91 1217.71 1227.00  1245.42
60 1523.53  1539.33  1552.90  1568.24  1578.69  1600.29
70 1873.41 1890.60  1905.23  1921.87 193298  1955.69
80 222512 2243.40  2258.74  2276.61 = 2288.49  2312.34
90 2579.23  2598.12  2614.20  2632.61 = 2644.82  2669.59
100 2934.29  2953.76  2970.45  2989.53  3002.05  3028.05
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5.7 Quantile von S, und Sy des Geometrietests

k=4 Quantile von S,
n 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999
20 144.00 144.00 144.00 144.00 144.00 144.00
21 169.00 169.00 169.00 169.00 169.00 169.00
22 196.00 196.00 196.00 196.00 196.00 196.00
23 225.00 225.00 225.00 225.00 225.00 225.00
24 256.00 256.00 256.00 256.00 256.00 256.00
25 289.00 289.00 289.00 289.00 289.00 289.00
26 324.00 324.00 324.00 324.00 324.00 324.00
27 361.00 361.00 361.00 361.00 361.00 361.00
28 400.00 400.00 400.00 400.00 400.00 400.00
29 441.00 441.00 441.00 441.00 441.00 441.00
30 483.73 484.00 484.00 484.00 484.00 484.00
35 718.28 721.91 724.01 726.11 727.34 729.00
40 984.80 992.03 997.74 1003.43  1007.03  1013.03
45 1275.23  1287.01 1296.35  1306.49  1312.83  1324.84
50 1584.37  1600.46  1613.89  1628.43  1637.96  1656.49
60 224291  2267.62  2288.34  2311.80  2327.47  2358.16
70 2939.61  2971.51  2998.53  3029.63  3050.42  3091.88
80 3660.60  3699.03  3731.55  3769.07  3794.49  3846.59
90 4400.95  4444.31  4481.76  4524.48  4553.69  4610.41
100 5152.57  5200.40  5241.51  5288.52  5319.98  5385.02

k=4 Quantile von Sy
n 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999
20 169.00 169.00 169.00 169.00 169.00 169.00
21 196.00 196.00 196.00 196.00 196.00 196.00
22 225.00 225.00 225.00 225.00 225.00 225.00
23 256.00 256.00 256.00 256.00 256.00 256.00
24 289.00 289.00 289.00 289.00 289.00 289.00
25 324.00 324.00 324.00 324.00 324.00 324.00
26 360.00 361.00 361.00 361.00 361.00 361.00
27 397.76 399.00 400.00 400.00 400.00 400.00
28 436.82 438.27 439.89 440.99 441.00 441.00
29 477.00 479.23 481.00 482.68 483.32 484.00
30 518.51 521.63 523.94 525.96 527.00 528.85
35 742.01 748.87 754.11 759.64 763.11 769.32
40 985.60 996.34 1005.14  1014.79  1021.03  1033.02
45 1243.78  1258.45  1270.58  1284.18  1292.98  1310.59
50 1512.88  1531.05  1546.22  1563.53  1575.18  1598.16
60 2073.70  2098.14  2118.72 214227  2158.05  2189.61
70 2655.70  2684.76  2709.74  2738.14  2756.82  2796.76
80 3250.42  3283.66  3311.77  3344.24  3366.30  3411.14
90 3855.40  3891.82  3922.86  3958.91  3983.45  4031.01
100 4466.21  4505.19  4538.53  4576.49  4602.13  4654.64
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