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Problemstellung

Problemstellung

stetige Merkmale X , Y

z.B. Tanne: X - Höhe des Baumes
Y - Länge der Baumkrone

Testen die Hypothesen:

H0 : X und Y sind unabhängig
H1 : X und Y sind nicht unabhängig

empirische Ausprägungen x1, . . . , xn und y1, . . . , yn
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Problemstellung

Ein Blick auf die Unabhängigkeitstests

1895 Pearsons r

︸︷︷
︸

Lineare / Monotone Abhängigkeit

1904 Spearmans ρ
1938 Kendalls τ

1922 χ2-Test

︸︷
︷︸ Kategoriell / Häufigkeiten

1925 Fisher-Yates-Test
1945 Barnards CSM-Test
1962 Quadrantentest

1948 Hoeffdings D-Test

︸
︷︷

︸

Ordinal / Verschiedene Abhängigkeiten

1993 Feuerverger-Test

Unabhängigkeit stetiger Größen

2004 Bakirovs In

als ordinales Problem, denn

2008 Entropy-Test

φ : R→ R monoton, so gilt:

2009 LIS-Test

X ,Y unabh. ⇔ φ(X ),Y unabh.

2010 GRaP-Test
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Problemstellung

Ein Blick auf die Unabhängigkeitstests

Hoeffding, Feuerverger, Bakirov
Vergleich gemeinsame Verteilungsfunktion F (x , y) mit
Randverteilungen F (x),F (y)
Testgröße: ||F (x , y)− F (x)F (y)||

Entropie, LIS, GRaP
Zufällige Permutationen
Streudiagramm der Rangzahlen ist eine Permutation

1 2 3 4

1
2
3
4 (

1 2 3 4
1 4 3 2

) 
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0


Unabhängigkeit impliziert Gleichverteilung der Permutation
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Problemstellung

Testgröße für Permutationen?

z.B. soll im Ablehnungsbereich liegen

Entropie-Test: Zählen der ordinalen Muster (Zeitreihen)
LIS-Test: maximale Länge aufsteigender Teilfolgen
GRaP: "Geometry of Random Permutations"
- "Fläche", die von Umgebungen der Punkte (i , π(i)) überdeckt wird
- von Prof. Christoph Bandt und Marcus Vollmer
- Für kleine Stichproben
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GRaP Independence Test

Nadelgehölze im Südwesten Oregons

n=14
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Pearsonkorrelation: r = 0.19
Spearmankorrelation: rs = 0.14

Kendalls Tau: tau = 0.16
 

 p−Werte:

Pearson = 0.5157
Spearman = 0.6266
Chi2−Ind. = 0.5930

Fisher = 0.5000
Kendall = 0.4506

Quadranten = 0.5957
Barnard = 0.3953

Hoeffding = 0.2085
Feuerverger = 0.4604

Bakirov = 0.5550
Entropie−Test= 0.9680

LIS = 0.8073
GRaP = 0.0280
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GRaP Independence Test

n=14

, r=1
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Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 9 / 32



GRaP Independence Test

GRaP Independence Test

n=14

, r=1

5 6 7 8 9 10 11

1

2

3

4

5

6

7

8

Baumvermessung Oregon

Baumhöhe (Meter)

B
au

m
kr

on
en

lä
ng

e 
(M

et
er

)

Pearsonkorrelation: r = 0.19
Spearmankorrelation: rs = 0.14

Kendalls Tau: tau = 0.16
 

 p−Werte:

Pearson = 0.5157
Spearman = 0.6266
Chi2−Ind. = 0.5930

Fisher = 0.5000
Kendall = 0.4506

Quadranten = 0.5957
Barnard = 0.3953

Hoeffding = 0.2085
Feuerverger = 0.4604

Bakirov = 0.5550
Entropie−Test= 0.9680

LIS = 0.8073
GRaP = 0.0280

- Rangtransformation
- Zählen der

überdeckten Punkte
Anzahl: s1=92
Anzahl: s2=159

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 9 / 32



GRaP Independence Test

GRaP Independence Test

n=14

, r=1

5 6 7 8 9 10 11

1

2

3

4

5

6

7

8

Baumvermessung Oregon

Baumhöhe (Meter)

B
au

m
kr

on
en

lä
ng

e 
(M

et
er

)

Pearsonkorrelation: r = 0.19
Spearmankorrelation: rs = 0.14

Kendalls Tau: tau = 0.16
 

 p−Werte:

Pearson = 0.5157
Spearman = 0.6266
Chi2−Ind. = 0.5930

Fisher = 0.5000
Kendall = 0.4506

Quadranten = 0.5957
Barnard = 0.3953

Hoeffding = 0.2085
Feuerverger = 0.4604

Bakirov = 0.5550
Entropie−Test= 0.9680

LIS = 0.8073
GRaP = 0.0280

- Rangtransformation

- Zählen der
überdeckten Punkte
Anzahl: s1=92
Anzahl: s2=159

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 9 / 32



GRaP Independence Test

GRaP Independence Test

n=14

, r=1

0 5 10 15
0

5

10

15
Baumvermessung Oregon

Baumhöhe (Ränge)

B
au

m
kr

on
en

lä
ng

e 
(R

än
ge

)

- Rangtransformation

- Zählen der
überdeckten Punkte
Anzahl: s1=92
Anzahl: s2=159

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 9 / 32



GRaP Independence Test

GRaP Independence Test

n=14

, r=1

0 5 10 15
0

5

10

15
Baumvermessung Oregon

Baumhöhe (Ränge)

B
au

m
kr

on
en

lä
ng

e 
(R

än
ge

)

- Rangtransformation

- Zählen der
überdeckten Punkte
Anzahl: s1=92
Anzahl: s2=159

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 9 / 32



GRaP Independence Test

GRaP Independence Test

n=14 , r=1

0 5 10 15
0

5

10

15
Baumvermessung Oregon

Baumhöhe (Ränge)

B
au

m
kr

on
en

lä
ng

e 
(R

än
ge

)

- Rangtransformation
- Zählen der

überdeckten Punkte

Anzahl: s1=92
Anzahl: s2=159

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 9 / 32



GRaP Independence Test

GRaP Independence Test

n=14 , r=1

0 5 10 15
0

5

10

15
Baumvermessung Oregon

Baumhöhe (Ränge)

B
au

m
kr

on
en

lä
ng

e 
(R

än
ge

)

- Rangtransformation
- Zählen der

überdeckten Punkte

Anzahl: s1=92
Anzahl: s2=159

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 9 / 32



GRaP Independence Test

GRaP Independence Test

n=14 , r=1

0 5 10 15
0

5

10

15
Baumvermessung Oregon

Baumhöhe (Ränge)

B
au

m
kr

on
en

lä
ng

e 
(R

än
ge

)

- Rangtransformation
- Zählen der

überdeckten Punkte
Anzahl: s1=92

Anzahl: s2=159

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 9 / 32



GRaP Independence Test

GRaP Independence Test

n=14 , r=2

0 5 10 15
0

5

10

15
Baumvermessung Oregon

Baumhöhe (Ränge)

B
au

m
kr

on
en

lä
ng

e 
(R

än
ge

)

- Rangtransformation
- Zählen der

überdeckten Punkte
Anzahl: s1=92

Anzahl: s2=159

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 9 / 32



GRaP Independence Test

GRaP Independence Test

n=14 , r=2

0 5 10 15
0

5

10

15
Baumvermessung Oregon

Baumhöhe (Ränge)

B
au

m
kr

on
en

lä
ng

e 
(R

än
ge

)

- Rangtransformation
- Zählen der

überdeckten Punkte
Anzahl: s1=92

Anzahl: s2=159

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 9 / 32



GRaP Independence Test

GRaP Independence Test

n=14 , r=2

0 5 10 15
0

5

10

15
Baumvermessung Oregon

Baumhöhe (Ränge)

B
au

m
kr

on
en

lä
ng

e 
(R

än
ge

)

- Rangtransformation
- Zählen der

überdeckten Punkte
Anzahl: s1=92
Anzahl: s2=159

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 9 / 32



GRaP Independence Test

Verteilung von S1 für n = 14

durch Simulation von 50000 zufälligen Permutationen.
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GRaP Independence Test

Verteilung von S1

70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120

H0 : X und Y sind unabhängig
H1 : X und Y sind abhängig

α

H1 H0
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GRaP Independence Test

Verteilung von S2
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GRaP Independence Test

Die Qual der Wahl: Der Radius r
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Berechne die Teststärke von GRaP bei diesen Verteilungen für
n=2, . . . , 250 und verschiedene r=1, . . . , 20
Wähle den Radius der durchschnittlich die beste Teststärke liefert
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Berechnung des p-Wertes
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Berechnung des p-Wertes

Quantilstabellen

Berechnung von 1000er-Quantilen aus 10001 zufälligen Permutationen
50-fache Wiederholung
Der Durchschnitt jedes 1000er-Quantils als Schätzung des wahren
Quantils
Fehlerabschätzung möglich

Quantile von Sr
n r 0.05 0.025 0.01

10 1 57 55 54
15 2 172 167 162
20 2 271 265 258
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Berechnung des p-Wertes

Normalverteilungsapproximation
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Power Analyse
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Power Analyse

Was ist ein guter Test?

Test akzeptiert H0 bei unabhängigen Merkmalen
Test lehnt H0 ab bei abhängigen Merkmalen

P(H1|H0) Fehler 1.Art (α-Fehler, p-Wert)
P(H0|H1) Fehler 2.Art (β-Fehler)
P(H0|H0) Spezifität
P(H1|H1) Sensitivität
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Power Analyse

Untersuchte Verteilungsarten
1 Spezifität

Gleichverteilung
Normalverteilung

2 Sensitivität

Linear Distribution
Linear Distribution Mix
Normal Distribution Mix
Circular Distribution

Schätzung der Teststärke
Berechnung der p-Werte je Verteilungsart und je Stichprobenumfang aus
10000 Stichproben.
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Power Analyse Unabhängigkeit

Spezifität

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.9

0.91

0.92

0.93

0.94

0.95

0.96

0.97

0.98

0.99

1

n

S
pe

ci
fit

y 
be

i α
=

5%

Einhaltung des α−Niveaus für unabhängige bivariate gleichverteilte Zufallsgrößen

 

 

GRaP
LIS
Bakirov
Feuerverger
Hoeffding
Kendall
Spearman

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 23 / 32



Power Analyse Unabhängigkeit

Spezifität

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.9

0.91

0.92

0.93

0.94

0.95

0.96

0.97

0.98

0.99

1

n

S
pe

ci
fit

y 
be

i α
=

5%

Einhaltung des α−Niveaus für unabhängige bivariate normalverteilte Zufallsgrößen

 

 

GRaP
LIS
Bakirov
Feuerverger
Hoeffding
Kendall
Spearman

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 23 / 32



Power Analyse Abhängigkeit

Sensitivität
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Power Analyse Abhängigkeit

Sensitivität
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Power Analyse Abhängigkeit

Power
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Power Analyse Abhängigkeit

Power

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

n

P
ow

er
 b

ei
 α

=
5%

Teststärke zweier bivariaten Normalverteilungen mit ρ=+−0.9
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Teststärke für einen kreisförmigen Zusammenhang

 

 

GRaP
LIS
Bakirov
Feuerverger
Hoeffding
Kendall
Spearman

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 27 / 32



Beispiel

Beispiel

Marcus Vollmer (Greifswald) GRaP Independence Test 19.09.2011 28 / 32



Beispiel

Immunadsorptionsverfahren
Universitätsmedizin Greifswald,vor IA
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Zusammenfassung

Vor- und Nachteile

Vorteile

Hohe Teststärke bei nichtlinearen Zusammenhängen
Verständliche und leicht zu berechnende Teststatistik
Bildung des p-Wertes durch Quantilstabellen oder Berechnung aus
Normalverteilungen

Nachteile

Testgröße nicht analytisch bestimmt
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Zusammenfassung

Diskussion

Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit!
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Appendix

Fliegendatensatz

www.stat.uni-muenchen.de/service/datenarchiv/fliegen/fliegen.html
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Pearsonkorrelation: r = 0.63
Spearmankorrelation: rs = 0.67

Kendalls Tau: tau = 0.47
 

 p−Werte:

Pearson = 0.0024
Spearman = 0.0009
Chi2−Ind. = 0.0046

Fisher = 0.0073
Kendall = 0.0030

Quadranten = 0.1615
Barnard = 0.0037

Hoeffding = 0.0036
Feuerverger = 0.0010

Bakirov = 0.0070
GarciaMarin = 0.8100

LIS = 0.4961
GRaP = 0.0020
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Appendix

Power
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Teststärke für einen sinusförmigen Zusammenhang
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Teststärke für einen quadratischen Zusammenhang
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